Chapitre 1 : Introduction

Nous allons aborder les notions de base qui permettent d’analyser, de comprendre et
de représenter un processus. Il s’agira d’un processus qui correspond a un systeme
automatisé.

1.1 Qu’est-ce qu’un processus ?

Définition :

Un processus est un ensemble ordonné de taches pour arriver a un certain résultat.
Toutes des taches qui caractérisent le processus seront effectuées par le systéme.

Représentation d’un processus :

Figure 1 : Représentation trés générale d’'un processus

Elem§ntsa :> Systéme :> Elenlle/nts
traiter traités

Le systéme va agir sur les éléments a traiter pour arriver a un résultat : les éléments
traités.

Exemple : Machine a laver la vaisselle

Figure 2 : Exemple de représentation d’un processus|

Vaisselle :‘l) Lave j Vaisselle
sale vaisselle | propre

L’élément a traiter est la vaisselle sale.
Le systeme est le lave-vaisselle dont la fonction est de laver la vaisselle.
L’élément traité est la vaisselle propre.

La figure 1 peut étre légérement détaillée de maniere a faire apparaitre la source
d’énergie nécessaire au traitement. On peut alors ajouter une fleche au dessus en
notant « énergie ». L'origine et la gestion de cette énergie va permettre de distinguer
trois catégories de systémes :

Elémentaire, mécanisé et automatisé.



1.2 Les différents types de systéemes

Le r6le de 'homme vis-a-vis du systeme sera différent selon le type de systeme. On
distingue trois types de systemes qui différent selon I'énergie apportée par ’homme.

1°) Le systéeme élémentaire

Ici c’est ’'homme qui apporte toute I'énergie au systéme.

Exemple : Un cric hydraulique qui sert a soulever une charge.

@ure 3 : Exemple de représentation d’un systéme élémentaire|

Energie l
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2°) Le systeme mécanisé

Ici ’lhomme n’apporte que I'énergie de commande au systéme. Toute la puissance
nécessaire a I'opération provient d’un actionneur.

Exemple : Une grue qui sert a soulever une charge.

@ure 4 : Exemple de représentation d’'un systéme mécanisé
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Charge a Charge
soulever l:> Grue :‘> soulevée




3°) Le systeme automatisé

Ici ’lhomme n’apporte méme plus I'énergie de commande, la commande est réalisée
de facon interne. L’homme est alors extérieur au systeme, son réle n’est plus que de
superviser.

Exemple : Une machine a laver le linge

Dans le cas d’'une machine a laver le linge, ’lhomme paramétre le mode de lavage
puis enclenche le processus mais ensuite il n’intervient plus dans la commande.
Le systéme est dit automatisé car 'ensemble des taches qui caractérisent le
processus sont effectuées par le systéeme a l'aide de commandes internes.

Figure 5 : Exemple de représentation d’un systéme automatisé|
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Il s’agit ici d’'un systéme bouclé car la commande est réalisée de facon interne en
fonction de I'état du systeme (la figure 5 montre bien une boucle au niveau de la
commande).

On peut imaginer différentes tdches nécessaires au processus :

- Ouvrir la vanne d’entrée d’eau

- Refermer la vanne d’entrée d’eau
- Chauffer I'eau

- Ajouter le savon

Chacune de ces taches doit étre démarrée par le systéme a partir d’'une commande
(comme montré sur la figure 5) mais ne peut pas démarrer n'importe quand. En effet,
dans I'exemple des deux premiéres taches qui consistent a ouvrir et fermer la vanne
d’entrée d’eau, il faut s’assurer que la machine a laver contienne la bonne quantité
d’eau. Dans ce cas, aprés avoir ouvert la vanne, il faut que le systéme surveille en
permanence le niveau de 'eau pour savoir quand refermer la vanne.

On comprend dés lors I'utilité d’'un systéme bouclé, le systéme provoque une
commande interne en fonction de I'état du systéme (le niveau de I'eau dans
'exemple précédent).



1.3 Les systéemes bouclés

Domaines concernés

Les systémes bouclés sont utilisés dans de nombreux domaines relatifs a
I'électronique :

Automatique, régulation, techniques d’amplification, filtrage de signaux,...

Quelque soit le domaine, le principe est le méme : il s’agit d’agir sur le systéme en
fonction de I'état du systeme pour se rapprocher d’un I'objectif fixé.

Quelques notions liées au contréle de processus

« Automatique « http://fr.wikipedia.org/wiki/Automatique »

L'automatique fait partie des sciences de l'ingénieur. Cette discipline traite de la
modélisation, de I'analyse, de la commande et de la régulation des systemes
dynamiques. Elle a pour fondements théoriques les mathématiques, la théorie du
signal et l'informatique théorique. L'automatique permet I'automatisation de taches
par des machines fonctionnant sans intervention humaine. On parle alors de
systéme asservi ou régulé.

L'état désiré du systéme est nommé la consigne. Les hommes de l'art en
automatique ou automatisme se nomment automaticiens.

Les hommes de I'art en automatique ou automatisme se nomment automaticiens.

e Automatisme « http://fr.wikipedia.org/wiki/Automatisme (organe)»

Un automatisme est un sous-ensemble de machines, destiné a remplacer I'étre
humain dans des taches, en général simples et répétitives, mais réclamant précision
et rigueur.

- Automatisation « http://tecfa.unige.ch/~sciolli/staf11/automatisation.html »

Activité mentale qui transforme un processus contrdlé en un processus automatique.
Par processus automatique nous entendons un processus qui « n'exige pas
d'attention pour étre exécuté, il ne s'accompagne d'aucun effort cognitif et n'est pas
limité par une capacité centrale de traitement ».

» Régulation « http://gatt.club.fr/pagei/page23/page23.html#paragraphei.1 »

La régulation regroupe I'ensemble des techniques utilisées visant a contrdler une
grandeur physique.

Exemples de grandeur physique : Pression, température, débit, niveau ...

- Automation

Regroupe I'ensemble des techniques (automatisme et régulation) permettant de faire
fonctionner une installation sans intervention humaine.

" Les définitions ne sont pas a apprendre par coeur mais permettent de comprendre les concepts.




INRACI

Exemple de systéme asservi utilisé pour la régulation

Dans 'exemple de la machine a laver nous avons montré pourquoi le systeme
automatisé nécessite une boucle fermée (= asservissement). |l fallait que le systéme
donne la commande de fermeture de la vanne que lorsque le niveau d’eau est
correct.

Dans le méme exemple on peut imaginer une commande interne pour chauffer I'eau
et une autre pour arréter de chauffer I'eau. Si on suppose que l'utilisateur a entré
40°C comme température, il faudra que le systéme s’arrange pour que la
température de I'eau atteigne 40°C, il faut donc pouvoir réguler la température !

Consigne : température de 40°C
Type de régulation tout ou rien
Erreur tolérée : 1°C

@ure 6 : Exemple de régulation de température en tout ou rien|
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La figure ci-dessus illustre un exemple de régulation de température, elle ne fait pas
apparaitre des grandeurs électriques, elle ne fait que mettre en évidence le principe.
En réalité ce sont des signaux électriques qui sont présents a I'entrée du
comparateur.

Le type de régulation est tout ou rien, c’est-a-dire que 'on fait quelque chose (tout)
ou I'on ne fait rien du tout (rien). Dans I'exemple, le fout correspond a alimenter les
résistances chauffantes pour augmenter la température de I'eau (point (2) fig. 6)
alors que le rien correspond a laisser I'eau refroidir (point (1) fig. 6).

Lorsque I'on analyse la figure 6, on voit deux références de température qui vont
servir a la régulation :

Tmax = Consigne + 1°C° — Tmax = 41°C (si la consigne vaut 40°C)
Tmin = Consigne - 1°C — Tmin = 39°C (si la consigne vaut 40°C)

La température actuelle de I'eau, connue grace a une mesure, est alors comparée a
Tmax et a Tmin pour savoir quelle action doit étre faite.

Si Tm>= Tmax c’est que la température est trop élevée, on va alors choisir de la
laisser refroidir en n’alimentant pas les résistances chauffantes.

"Le 1°C utilisé pour le calcul de Tmax et Tmin correspond a I'erreur tolérée.



Si Tm<= Tmin c’est que la température est trop basse, on va alors choisir de
'augmenter en alimentant les résistances chauffantes.

La figure 6 fait clairement apparaitre un asservissement (points (3) et (4)) qui
consiste a surveiller en permanence la température pour savoir quelle action faire.

Variation de la température régulée en fonction du temps :

Suppositions :
. Lorsque les résistances chauffantes sont alimentées, la température régulée

augmente de 1°C toutes les 5 secondes

. Lorsque les résistances chauffantes ne sont pas alimentées, la température
régulée diminue de 1°C toutes les 20 secondes.

. La température de I'eau est a 25 °C au départ.
Graphigue :
Figure 7 : Graphique de la température réguléel
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Il a fallu 75 secondes pour que la température de I'eau atteigne les 40°C, aprés quoi
la régulation tout ou rien permet de garder la température a 40°C a 1°C pres.



Chapitre 2 : La régulation

Qu’est-ce que la régulation ?

La régulation est un ensemble de moyens mis en ceuvre au sein d’un systéme
physique pour agir sur une grandeur physique du systéme (la grandeur a régler) de
sorte & atteindre I'objectif voulu (la consigne).

Exemple :
Un thermostat utilise une régulation de température. On agit sur un systeme

physique (la piéce ou 'appartement) de sorte a ce qu’une grandeur physique (la
température) atteigne I'objectif voulu (la température fixée par I'utilisateur).

2.1 Variables d’entrée et de sortie

En régulation, la notion de variable d’entrée ou de sortie est différente qu’en
électronique. En effet, en électronique, tout ce qui entre dans le systéme est une
variable d’entrée alors que tout ce qui sort du systéme est une variable de sortie.
En régulation c’est différent !l

En régulation on appelle variable d’entrée tout ce qui agit sur I'état du systéme et
variable de sortie tout ce qui caractérise le systeme.

Figure 8 : Notion de variable d’entrée et de sortie en régulation |

Avion régulé pour garder une trajectoire

Position du

gouvernaill — ¥ — Altitude

Débit du AVION .
e

combustible .

Dans I'exemple ci-dessus, I'avion est le systéme physique. La position du gouvernail
et le débit du combustible sont des variables d’entrée en terme de régulation car
elles agissent sur la trajectoire de I'avion. L’altitude est une variable de sortie en
terme de régulation car elle caractérise I'état du systeme.

2.2 Principe général

Dans un systeme complexe soumis a une régulation, on peut imaginer de
nombreuses variables d’entrée et de sortie. Cependant par souci de facilité nous
n’allons considérer par la suite qu’une seule entrée et une seule sortie. Tous les
autres éléments qui agissent sur I'état du systeme feront partie de ce qu’on appellera
les perturbations.




Principe général :

Nous considérerons que tout systéme soumis a une régulation ne contient qu’'une
seule entrée et une seule sortie. Tous les autres éléments agissant sur le systéeme
feront partie de ce qu’on appellera les perturbations.

@ure 9 : Représentation du principe général de régulationl
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Pourquoi une seule entrée et une seule sortie ?

Nous pourrions facilement imaginer un systéme soumis a une régulation pour lequel
nous avons deux entrées qui agissent sur I'état du systéme (donc deux entrées de
réglage). Imaginons par exemple une piéce soumise a une régulation de température
dans laquelle il existe un réglage agissant sur une résistance chauffante (pour
augmenter la température) et un réglage agissant sur un ventilateur (pour diminuer la
température). Dans ce cas il serait possible d’'imaginer un comportement aberrant tel
que chauffer a fond et refroidir a fond (absurde bien évidemment). Ce qui signifie
donc que lorsque I'on considére deux grandeurs de réglage, il faut pouvoir régler une
de ces grandeurs en tenant compte du réglage de l'autre ; ce qui complique
considérablement la régulation. C’est donc pour cette raison que par la suite nous ne
considérerons qu’'une seule entrée et une seule sortie, toutes les autres entrées sont
considérées comme des perturbations.

2.3 Régulation en BO et en BF

Dans une régulation en BO (boucle ouverte), la grandeur de réglage dépend
uniquement de la valeur de la consigne.

Par ailleurs la valeur de la grandeur réglée n’est pas prise en compte pour
déterminer la grandeur de réglage a apporter.

[Figure 10 : Structure générale d’une régulation en BO|
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Les notations utilisées pour les figures 10 et 11 sont :

La consigne

La grandeur de réglage

Les perturbations

La grandeur réglée ou la grandeur a régler

I'erreur entre la grandeur réglée et la consigne (g(t) = s(t) — c(t))

Dans une régulation en BF (boucle fermée), la grandeur de réglage dépend de la

valeur de l'erreur qu’il y a entre la grandeur réglée et la consigne.

La valeur de la grandeur réglée est donc prise en compte pour déterminer la
grandeur de réglage a apporter.

_Figure 11 : Structure générale d’une régulation en BF |
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Avantages et inconvénients de la régulation en BO et en BF :

Avantages

Inconvénients

e Plus simple a mettre en oeuvre

o Ne tient pas compte des

Régulation perturbations
BO e Peut étre parfait si 'on a une
connaissance parfaite du systeme
o Ne peut pas rendre instable un | e Ne peut pas rendre stable un
systéme qui est stable en systéme qui est instable en
absence de régulation absence de régulation
e Tient compte des perturbations | e Plus difficile a mettre en ceuvre
Régulation
BF e Ne peut étre parfait méme si

e Peut rendre stable un systéme
qui est instable en absence de

régulation

connaissance parfaite du systeme

e Peut rendre instable un systéme
qui est stable en absence de

régulation




2.4 Probleme didactique

Régulation de niveau d’une cuve cylindrique a axe vertical.
La grandeur a régler est donc le niveau de la cuve L(t).
La grandeur de réglage est le débit d’entrée Fin(t).
Les perturbations sont représentées par un débit de sortie Four(t), c’est comme si
I'ensemble des perturbations étaient symbolisées par un trou dans la cuve.
Nous sommes bien en accord avec le principe général de régulation ol nous n’avons
qu’une entrée et une sortie ; toutes les autres entrées sont représentées par des
perturbations.
En nous référant Fig.9 nous avons :

- Le systéme physique : la cuve cylindrique a axe vertical

- Les perturbations p(t) = Four(t)

- La grandeur de réglage e(t)= Fin(t)

- La grandeur réglée s(t)=L(t)

@ure 12 : Représentation concréte du probléme didactique|
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Remarque : Nous voyons apparaitre dans cet exemple la distinction fondamentale
entre les notions de variables d’entrée, de sortie en terme de
régulation et les notions de variables d’entrée, de sortie en
électronique. Fout(t) qui sort du systéme est une grandeur d’entrée en
terme de régulation.

Equation différentielle du systeme :

Nous devons étudier la probléme du point de vue de la régulation et exprimer la
sortie L(t) en fonction des deux entrées Fi(t) et Four(t). Nous devons donc
commencer par rechercher I'équation différentielle du systéme qui décrit I'évolution
de L(t) en fonction de Fiy(t) et de Four(t).

Nous pouvons constater que ce qui est susceptible de faire varier la niveau L(t) c’est
le volume V(t). En effet :

_ V@ dL(t) _ 1., 4v(®)
(1) L(t)— S Etdonc (2) dt _EX dr | car S est constant.
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Noue pouvons également constater que ce qui est susceptible de faire varier le
volume sont les débits Fiy(t) et Fout(t). En effet, si Four(t) =0, la valeur de Fy(t)
représente alors la vitesse a laquelle le volume V(t) augmente.

Nous comprenons alors que la variation du volume par rapport au temps provient
directement de la différence entre le débit d’entrée et le débit de sortie :

(3) d‘;it) = Fiy (€)= Four (1)

Nous pouvons vérifier que cette équation est vérifiée au niveau des unités :

dV (t) «——|m’ | Fy () mT
3
dt «—>|s] Foyr (1) mT

En insérant 'équation (3) dans (2), on trouve I'équation différentielle du systéme :

(4) deft) = %X (FIN (Z) - FOUT (t))

Pour simplifier, nous dirons que :  I'action de régulation = la grandeur de réglage.
La régulation apportée est Fr(t) = Fin(t)
La perturbation est ; Fe(t) = Four(t)

En transposant les éléments Fig. 9 a notre probleme didactique, on trouve :

La grandeur de réglage e(t) = Fin(t) = Fg(t)
Les perturbations p(t) = Four(t) = Fp(t)
La grandeur réglée s(t) = L(t)

"1l s’agit d’une question de terminologie, nous choisirons d’appeler action de régulation ce qui
provient du bloc régulation et agit sur le systtme de maniere a influencer la grandeur réglée.

Dans la littérature il est possible de rencontrer une nuance ou 1’action de régulation n’est pas forcément
la grandeur de réglage mais ne fait que contribuer a celle-ci. Dans ce cas on pourrait avoir dans le cas
d’une régulation « tout ou peu » I’action de régulation qui est la contribution de 1’élément soumis a la
régulation et une contribution supplémentaire constante propre a la régulation « tout ou peu ».

Nous avons alors la grandeur de réglage qui est le résultat de 1’élément soumis a la régulation
additionnée a la contribution constante propre a la régulation « tout ou peu ».
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[Figure 13 : Représentation du probléme didactique en terme de régulationl

Fr(t) = Fin(t) = e(t)

Fp(t) = Four(t) = p(t)

—

—>
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a axe
vertical

—— L) =s(t)

Nous pouvons alors choisir une régulation en boucle ouverte (son plus gros
inconvénient est qu’elle ne tient pas compte des perturbations) ou une régulation en
boucle fermée pour réguler le niveau de la cuve.

Figure 14 : Régulation en BO du probléme didactique|

Fr(t) = Fin(t) = e(t)

— > REGULATION > Cuve
c(t) = Le(b) cylindrique
a axe >
Fo(t) = Four(t) = p(t) vertical L(®) =50
—»

L’action de régulation dépend uniquement de la consigne.
Les perturbations ne sont pas prises en compte.
[Figure 15 : Reégulation en BF du probléme didactique|

c(t) = Le(t) Fr(t) = Fin(t) = e(t)

X REGULATION > Cuve
T, &(t) cylindrique
= - a axe >
2O =HO vertical L =s®

Fp(t) = Four(t) = p(t)
—_—

MESURE

A

L’action de régulation dépendra de la différence entre le niveau et la consigne.
Les perturbations sont prises en compte indirectement car on analyse le niveau en

permanence.
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La régulation apportée est Fg(t) = Fin(t).
La perturbation est Fp(t) = Four(t).

Dans la suite du chapitre, nous allons étudier différents types de régulation et voir si
ceux-ci sont satisfaisants pour différentes formes de perturbations.

Nous allons chercher, par exemple, a démontrer qu’une régulation a action
proportionnelle et intégrale (AP & Al) est satisfaisante dans le cas d’'une perturbation
constante. Nous allons donc chaque fois nous mettre dans des conditions
particulieres (telle régulation et telle perturbation) puis résoudre I'équation
différentielle du systéme pour voir si dans ces conditions L(t) revient au niveau de
consigne.

2.5 Régulation par « tout ou rien » et par « tout ou peu »

1 Principe

On admet une marge d’erreur sur la consigne. Dans ce cas, pour notre probléme
didactique, nous admettons que le niveau de consigne Lc soit tel que :

LCmin <= L(t) <= LCmax , et ce a tout instant t.

La régulation par « tout ou rien » et par « tout ou peu » est utilisée en boucle fermée
(voir Fig. 11) en utilisant la stratégie ci-dessous :

Si L(t) >= LCmax — Fin (1) = Fiy min Pour faire diminuer le niveau
Si L(t) <= Lcmin — Fin (1) = Fiy max Pour faire augmenter le niveau

a.) Régulation par « tout ou rien »

Le symbole a droite est le symbole d’'une vanne.

C’est celle-ci qui est soumise a la régulation. [%

SiL(t) >=Lcmax —  la vanne est totalement fermée — Fin(t)=0

SiL(t) <= Lcmin —  la vanne est totalement ouverte — Fin(t)= Fiy max

Figure 16 : Débit d’entrée Fin(t) en mode tout ou rien|

L=

Fr(t)

b.) Régulation par « tout ou peu »
SiL(t) >=Lcnax — la vanne est totalement fermée — Fin(t) = Fiy min

SiL(t) <= Lemn — lavanne est totalement ouverte
- F|N(t) = F|N min + FR(t) = F|N max
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[Figure 17 : Débit d’entrée Fin(t) en mode tout ou peul]

> FIN min ()

>
i i>—|‘<} — Fr(®) i _» FE\I(t)
R - Fr(®)
Tout ou rien
Pour simplifier nous dirons que :  I'action de régulation = la grandeur de réglage

Comme expliqué p.11 nous choisirons d’appeler action de régulation I'action en
provenance du bloc de régulation’.

Dans ce cas la grandeur de réglage Fn(t) est I'action de régulation Fg(t).

La vanne soumise a la régulation va permettre d’agir sur Fgi(t).

Nous trouvons alors : Fin(t) = Fin min + Fr(t) = Fg(t)

2 Evolution de L(t) sur perturbation constante

Représentons maintenant I'évolution de L(t) dans le cas d’une régulation « tout ou
rien » et « tout ou peu ». En nous basant sur I'équation différentielle du systeme
nous savons que le niveau évoluera proportionnellement a la différence entre le débit
d’entrée et le débit de sortie.

[Figure 18 : Evolution de L(t) en régulation tout ou rien|
A

L(t) [m] Tout ou rien — les pentes sont : enmontée : (1/S) * (Finmax - Fp)
en descente : - (1/S) * (Fp)

Lc
L AN/ /
Lew NN
o e
Lo ) T= At +At, g
t [s]

" Dans la littérature 1’action de régulation est souvent I’action liée a 1’élément soumis 2 la régulation.
Dans ce cas, en « tout ou peu », I’action de régulation correspond a ce que nous nommons Fy’(t) et la
grandeur de réglage est différente de I’action de régulation.
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[Figure 19 : Evolution de L(t) en régulation tout ou peul

A
L(t) [m] Tout ou peu — les pentes sont :  enmontée : (1/S) * (Fivmax - Fp)

en descente : - (1/S) * (Fp - Finmin)

LCmax /\ /\

LC \/ \/
LCmin
Aty Aty
LO T= At1+At2
t[s]

Nous constatons que les pentes sont les mémes lorsque le niveau augmente alors
qu’elles sont différentes lorsque le niveau diminue. Il en résulte une fréquence
différente en « tout ou rien » et en « tout ou peu ».

3 Conclusions sur ces types de régulation

Avantages et inconvénients de ces types de régulation :

Avantages Inconvénients

e Simple a mettre en oeuvre e Phénomeéne oscillatoire inévitable

e Régulation en boucle fermée donc e Ne tient pas compte de 'ampleur de

tient compte des perturbations I'écart entre la grandeur a régler et la
consigne

e Garantit qu’a tout moment L(t) est e Implique certaines conditions au niveau

compris entre Lcnax €t LCin des perturbations (voir ci-dessous)

Conditions a respecter au niveau des perturbations :

Que I'on soit en « tout ou rien » ou en « tout ou peu », lorsqu'il faut faire monter le
niveau on fait Fiy(t) = Fiy max (on fait le « tout ») mais il faut qu’en toute circonstance
(peu importe la perturbation) le niveau puisse monter.

Il faut donc que pour toutt, Fp(t) < Fiy max
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Si maintenant il faut faire descendre le niveau, il faut que peu importe la perturbation,
le niveau puisse descendre. Il faut donc que pour tout t :

en «toutourien» Fp(t) >0

en « toutou peu » Fp(t) > Fiy min

Comparaison entre la régulation « tout ou rien » et « tout ou peu » :

Mis a part que la régulation « tout ou peu » est plus contraignante au niveau de la
gamme de perturbation admissible, sa performance est meilleure que celle de la
régulation « tout ou rien ». Cela s’explique par le fait qu’a conditions égales, la
fréquence d’oscillation de L(t) est plus faible en « tout ou peu » qu’en « tout ou rien ».
Le fait de devoir faire face a une fréquence moins élevée nécessite des composants
moins performants. Une autre fagon de voir est qu’a des performances égales de
composants, le « tout ou peu » permet d’arriver a un meilleur résultat.

Le tout ou peu est donc meilleur mais implique des conditions plus restreintes sur les
valeurs tolérées de perturbation.

Remarque : On peut essayer de diminuer la marge d’erreur tolérée (rapprocher
Lcmax €t Lemin de Lg) mais au prix d’une fréquence plus élevée.
Il faut donc dans ce cas des composants plus performants.

2.6 Régulation par PID

Il s’agit toujours d’'une régulation en boucle fermée. On va donc apporter une
régulation suivant la différence entre la grandeur réglée et la consigne.

Dans notre exemple, comme on agit sur le débit d’entrée Fy(t), on aura :
Fin(t) = Fr(t) (Fgr(t) car c’est la régulation apportée)

La perturbation correspond quant a elle au débit de sortie : Four (t) = Fp(1)

]ﬂure 20 : Schéma bloc de la régulation PID du niveau d’une cuve cylindrique|

Fr(t) = Fin(t
Lc(D) ®‘ REGL;]_ﬁgTION x® O > Cuve
-4 N g(t) cylindrique
(0 = L) - Le() aaxe Lo
Fe(t) = Four(V) vertical
—»

A

MESURE

16




Le schéma bloc de la page précédente est directement lié a notre probleme
didactique (que I'on peut rattacher a la représentation concreéte illustrée Fig.12) qui
est en accord avec le schéma général d’'une régulation en boucle fermée (Fig.11).

Dans les pages qui suivent nous allons tenter d’analyser I'évolution de L(t) pour des
conditions particulieres de perturbation et de régulation.

Nous allons commencer par appliquer une régulation par action proportionnelle” (AP)
pour différents types de perturbations. Nous verrons alors, suivant I'allure de L(t), si
ce type de régulation convient pour faire face a ces types de perturbations.

Nous allons ensuite appliquer une action intégrale (Al) et analyser I'efficacité de cette
action vis-a-vis de différents types de perturbations.
Juste aprés nous verrons l'utilité de combiner I'AP et I'Al.

Nous verrons encore ce que peut apporter I'action dérivée (AD) puis nous

terminerons par montrer la régulation PID qui permet le plus de réglages possibles,
c'est-a-dire la combinaison de I'AP, I'Al et de I'AD.

1 Etude de I’action proportionnelle (AP)

Comme il s’agit d’'une régulation en boucle fermée, nous allons apporter une action
de régulation directement liée a (L(t)-Lc). L’action de régulation va alors
constituer directement ce qu’on appelle « grandeur de réglage » de maniére a
influencer le niveau de la cuve L(t).

Lorsque nous choisissons comme « technique de régulation » I'action
proportionnelle, I'action de régulation sera directement proportionnelle a (L(t)-Lc).

Nous aurons alors dans ce cas : Fr(t) = - p (L(t)-Lc)

Ou p est le coefficient (positif) de I'action proportionnelle
informe sur I'ampleur de 'action proportionnelle

(L(t)-Lc) est I'erreur (la différence entre le niveau et la consigne)
Le signe - met en évidence qu’il s’agit d’'une action correctrice

Comme il s’agit du probléme de la cuve, I'équation différentielle du systéme doit étre
vérifiée, nous avons alors :

degt) = %X (Fy (1) = Foyr (1)) ol
m’ m’
FIN(Z‘):FR(ZL)% T FOUT :FP(Z‘)% T

“ C’est une « technique » de régulation, elle est étudiée un peu plus loin.
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Pour pouvoir résoudre I'’équation différentielle du systéme (et trouver I'expression de
L(t)), nous devons connaitre les expressions de Fi(t) et de Foyr(t) de maniere a les
introduire au sein de I'équation différentielle du systéme.

Nous devons donc considérer la situation particuliere que nous avons décidé
d’étudier (telle action de régulation et telle forme de perturbation) de maniére a
pouvoir faire correspondre Fin(t) et Four(t) a leurs expressions mathématiques.

Dans le cas particulier d’'une action de régulation par action proportionnelle, nous
aurons :
Fin(t) = Fa(t) = - p (L(t)-Lc)

Nous devrons également prendre en compte le type de perturbation auquel nous
avons affaire ainsi que certaines conditions initiales.

19 Perturbation momentanée et instantanée ayant provoqué une baisse de
niveau.

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniere générale :

degt) = %X (Fy (1) = Foyr (1))

Avec FIN(t):FR(t) et FOUT(I):FP(t)
Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :

(5) FIN ()= FR (t) =—p(L(t)— Lc) Action proportionnelle

FOUT (t) = FP (t) =0 Perturbation momentanée

(6) L(t = O) = Lo * Lc Perturbation instantanée

Pour simplifier, nous considérerons pour la suite que la consigne est une constante.

On obtient I'équation de L(t) :

Lity=L.—(L.—Ly))-e*"

La résolution est donnée a 'annexe 1.

Interprétation du résultat :

« 1% vérification : Nous vérifions que les conditions initiales sont vérifiées

L(t=0) =L, ?
50

Lt=0)=L.~(L.—Ly)-¢ "=

A partir de I'expression

L,

— OK c’est vérifié
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INRACI

« 2°™ vérification :  Nous calculons vers quoi tend L(t) lorsque t tend vers l'infini de
maniére a vérifier si on tend a revenir a la consigne.

1 =9 L.
th(t) ! LC_(LC_LO)'e S :LC

t—o0

OK, on tend a revenir au niveau de consigne.

]ﬂ;ure 21 : Graphique de L(t) pour AP et perturbation momentanée|

Le graphique ci-dessous met en évidence l'influence du coefficient d’action
proportionnel sur I'évolution du niveau L(t).
Pour le graphique ci-dessous, les données considérées sont :

Lc=10m Lo=2m S=1m?

Action proportionnelle sur perturbation momentanée et instantanée

= = p=5
= =S8R

Nous pouvons remarquer que le graphique de L(t) est en accord avec les deux
vérifications faites précédemment. Autrement dit :

. L(t=0) = Lo # Lc
. Le niveau tend a revenir au niveau de consigne.

Dans la mesure ot I'attente de la régulation est de revenir au niveau de consigne’,
on peut dire que 'action proportionnelle est satisfaisante dans le cas d’une
perturbation momentanée et instantanée. Le graphique fait également apparaitre
I'évolution de L(t) en absence de régulation (SR = sans régulation) qui montre bien
sr que le niveau reste a L, car dans ce cas Fiy(t)=Fout(t)=0.

On peut également remarquer que la valeur du coefficient d’action proportionnel
influence la rapidité avec laquelle L(t) tend a revenir au niveau de consigne.

Plus le coefficient d’action proportionnel est élevé, plus le niveau aura tendance a
tendre rapidement vers le niveau de consigne.

De la méme maniére que pour la charge d’'un condensateur sur un échelon de
tension, nous pouvons faire apparaitre la notion de constante de temps.

* . . . z N .
On peut cependant imaginer que I’on puisse tolérer une erreur constante par rapport a la consigne.
Dans certaines conditions particulieres on pourrait méme tolérer une erreur linéairement croissante.
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Dans notre cas, la constante de temps t = S/p, ce qui signifie que I'on aura d’autant
plus tendance a tendre rapidement vers le niveau de consigne que p est élevé et/ou
que S est petit. La premiere idée est alors d’augmenter la valeur de p tant que
possible mais au-dela d’une certaine valeur on peut montrer qu’il y a instabilité.

N’hésitez pas a vous référer a 'annexe 2 qui tente de justifier de maniére visuelle
que l'allure de L(t) est en accord avec I'équation différentielle.

2° Perturbation constante

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniére générale :

degt) = %X (F (1) = Foyr (1))

Avec FIN(I):FR(I) et FOUT(I):FP(I)

Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :

(7) FIN (1) = FR (t)=—-p(L() - Lc) Action proportionnelle

FOUT (t) = FP (t) = FP Perturbation constante
(8) L(r=0)= LO - LC Supposition initiale
On obtient I'équation de L(t) : F _py
= L)=L.——L-(1-¢7")
La résolution est donnée a I'annexe 3. P
Interprétation du résultat :
« 1% vérification : Nous vérifions que les conditions initiales sont vérifiées

L(t=0)=Lc ? 7

P
— 0 — P —50y _
A partir de I'expression L(t - O) - Lc - ) (1 —e’ ) - Lc
— OK c’est vérifié

« 2°™ vérification :  Nous calculons vers quoi tend L(t) lorsque t tend vers l'infini de
maniére a vérifier si on tend a revenir a la consigne.

1 :‘7 P
Imbw="" 1y P q_gtmy=p, te
p p

ATTENTION on ne revient pas a la consigne, on tend vers un écart permanent.
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]ﬂ;ure 22 : Graphique de L(t) pour AP et perturbation constante|

Le graphique ci-dessous met en évidence l'influence du coefficient d’action
proportionnel sur I'évolution du niveau L(t).
Pour le graphique ci-dessous, les données considérées sont :

Fp=5m®/s Lc=10m Lo=10m S=1m?

10 -

= SR

o

O W W W W W W WW W LW W W W LW W LW W W

A T A A A A T I A S A

S O~ —aA A MM F F 0 W6 G NN O O 6 O
temps [s]

On peut voir qu’en absence de régulation le niveau chute a vitesse constante (cas du
trou dans la cuve). On peut montrer que la pente de L(t) vaut dans ce cas —Fp/S

Nous pouvons également remarquer que le graphique de L(t) est en accord avec les
deux vérifications faites a la page précédente. Autrement dit :

° L(t=0) = LC
. On tend vers un écart permanent qui vaut —Fg/p

Vis-a-vis du résultat, nous pouvons dire que nous sommes moyennement satisfait.
Nous avons bien sdr une nette amélioration par rapport a la situation sans régulation
(SR) mais hélas nous ne revenons pas au niveau de consigne. Cependant 'AP
permet de faire en sorte que le niveau ne s’éloigne pas plus de la consigne que la
valeur de I'écart permanent, a savoir : Fe/p  (en valeur absolue).

On peut alors se dire qu’en augmentant suffisamment la valeur de p, on devrait
parvenir a limiter suffisamment I'écart maximum entre le niveau et la consigne mais a
partir d’'une certaine valeur de p il y a risque d’instabilité.

Dans ce cas, nous allons augmenter le coefficient d’action proportionnel tant que
possible tout en nous assurant de ne pas atteindre les limites d’instabilité.

Dans la mesure ou I'écart maximum entre le niveau et la consigne est inférieur a
I'écart maximum toléré, on peut dire que I'on est satisfait de la régulation.

On peut constater que I'écart permanent vers lequel on tend sera d’autant plus faible
que le coefficient d’action proportionnel est élevé (mais il faut s’assurer de ne pas
atteindre les limites d’instabilité) et que la perturbation est faible.

Comment se fait-il que I'on ne revienne pas au niveau de consigne ?

Imaginons un instant que I'on revienne au niveau de consigne.
Dans ce cas la différence entre le niveau et la consigne vaut zéro (I'erreur est nulle)
ce qui entraine une action proportionnelle Fg(t)=0.
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On se retrouve alors dans une situation ou Fn(t)=0 et Four(t)=Fp.

On comprend alors que le niveau L(t) va diminuer.

Pour revenir au niveau de consigne et y rester il faudrait a la fois une différence nulle
entre le niveau et la consigne (ce qui entraine Fr(t)=0) et un équilibre entre les débits
d’entrée et de sortie (donc Fg(t)=Fp).

Ces deux conditions sont impossibles a respecter si F, # 0.

3°) Conclusions sur ’action proportionnelle (AP)

Nous avons constaté que I’AP apporte une amélioration par rapport au cas SR.
Nous pouvons dire que I'AP améliore les résultats d’un ordre, autrement dit nous
obtiendrons les mémes résultats avec une AP et une perturbation constante que
S.R. et une perturbation un cran moins élevé (perturbation momentanée).

Nous ne I'avons pas démontré mais si nous apportons une AP dans le cas d’'une
perturbation linéairement croissante, on tend vers un écart qui augmente
linéairement (une asymptote oblique).

Tableau récapitulatif :

Type de S.R. (sans régulation) AP (action proportionnelle)
perturbation

Perturbation Le niveau conserve un écart Le niveau tend a revenir au
momentanée permanent niveau de consigne

et instantanée

Perturbation Il'y a un écart linéairement On tend vers un écart
constante croissant entre le niveau et la permanent

consigne
Perturbation On a I'écart entre le niveau et la | On tend vers un écart
linéairement consigne qui augmente linéairement croissant entre le
croissante proportionnellement & t* niveau et la consigne

En conclusion nous pouvons dire que I'AP est satisfaisante dans le cas d’une
perturbation momentanée et moyennement satisfaisante dans le cas d’'une
perturbation constante, tout dépend de I'erreur maximale tolérée.

Nous remarquons également que le fait d’augmenter le coefficient p de I'AP améliore
les résultats mais il existe une valeur maximale de p a ne pas dépasser pour éviter
une instabilité.

Nous verrons plus tard que le type d’action de régulation a apporter dépend
évidemment de la perturbation mais également du type d’erreur toléré, de I'ordre de
I'équation différentielle du systeme et de la fagon dont la consigne est susceptible de
varier (méme si par facilité nous considérons que la consigne est constante).

Nous allons maintenant chercher a apporter une régulation qui permette de revenir a

la consigne lorsque la perturbation est constante, pour cela nous allons devoir
prendre en compte la durée pendant laguelle le niveau est différent de la consigne.
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Nous allons apporter une action proportionnelle a de la différence entre le niveau et
la consigne (en intégrant en fonction du temps). Il s’agit de I'action intégrale (Al).

2 Etude de I'action intégrale (Al)

Dans le cas d’une action de régulation de type Al (action intégrale), nous avons :

AI(t) = Fyy(t) = Fy () = =i [ (L(H) ~ L) - dt

QOu i est le coefficient de I'action intégrale.

Il s’agit donc d’'une action de régulation de type correctrice (le signe — indique une
action de correction), qui prend en compte la différence entre le niveau et la consigne
et qui tend compte du temps pendant lequel le niveau est différent de la consigne.

1°) Perturbation constante

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniere générale :

deit) - %X (Fp (t) = Foyp (1))

Avec Fy(t)=F,(t) et Four (1) = Fp (1)

Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :

t
Fp ()= Fy()=—i- [ (L(t)= L) dt
) IN( ) R( ) ( ( ) C) Al
0

(10) FOUT (t) = FP (t) = FP Perturbation constante
(11) L(t=0)= LO = LC Supposition initiale
On obtient I'équation : F

— P —
La résolution est L(t) = Lc - \/— ) on 0=
donnée a 'annexe 4. i-S
« 1% vérification : Nous vérifions que les conditions initiales sont vérifiées

Il faut donc vérifier si le niveau est au niveau de consigne a l'instant t=0.
Il faudra aussi vérifier si la vitesse de variation du niveau = -Fg/S a I'instant t=0.
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L(t=0) = Lc  ?

— OK c’est vérifié

diL@)-Lo), __
dt = S
d(L(t) — L) d(L(t))

( ) =( ) =(- J— écos(( )
. |i-S _F,
\/_\fcos(\fo)__F S-S S

— OK c’est vérifié

(

« 2°™ vérification :  Nous calculons vers quoi tend L(t) lorsque t tend vers l'infini de
maniére a vérifier si on tend a revenir a la consigne.

. La limite en linfini de L(t) n’existe pas, on oscille autour
lim L(r) =? du niveau de consigne.

t—o0

ATTENTION on ne revient pas a la consigne, on oscille autour de la consigne.

]ﬂ;ure 23 : Allure de L(t) avec une Al et une perturbation constante|

Le+(Fp / RACINE (iS))

Le+(Fp / RACINE (i'S))

- Lc

Le-(Fp / RACINE (I'S))

Lc-(Fp / RACINE (iS))

temps [s]

On voit que L(t) oscille autour de la valeur de consigne Lc. Si le coefficient de I'Al est
plus élevé (comme i’ du graphique), la fréquence d’'oscillation sera plus élevée et
I'écart maximum entre le niveau et la consigne sera moindre. Nous avons donc
tendance a vouloir augmenter la valeur de i pour diminuer I'’écart maximum entre le
niveau et la consigne mais le probléme dans ce cas c’est que la fréquence
augmente. Nous étions déja tombé sur ce genre de compromis avec la régulation

« tout ou rien », diminuer I'erreur tolérée entrainait une augmentation de la fréquence
et donc nécessitait des composants plus performants.
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]ﬂ;ure 24 : Courbe numérotée pour comprendre I’action intégralel
(7

Le+(Fp / RACINE (i/S))

(%)

an

———————— Ry

niveau [m]

Le-(Fp / RACINE (i/S))

3

temps [s]

(1) | Lorsque t=0, le niveau L(t)=Lc, c’est une condition de départ.
A ce moment I3, 'Al vaut 0 car on intégre sur un intervalle de temps nul, dans ce cas
Fr(t)=0 et donc le niveau chute avec une pente de —Fp/S (cf cas S.R.).

(2) | Ici on s’est écarté de la consigne pendant un certain temps donc l'intégrale entre 0 et
cet instant de L(t)-Lc est négatif, ce qui correspond a une Al positive. Il y a donc
Fr(t)>0 mais a cet instant Fr(t)<Fp ce qui signifie que le niveau continue a descendre
mais moins vite gu’au temps 0. A cet instant la vitesse de variation du niveau vaut
—(Fp- Fr(1))/S.

(3) | Ici, comme on a continué a s’écarter de Lc, I'Al a continué a augmenter. L’Al a atteint
une valeur telle que Fg(t)=Fp, ce qui signifie qu’a cet instant précis le niveau ne varie
plus mais il est néanmoins inférieur a Lc.

(4) | Par rapport au point (3), 'Al a continué a augmenter car L(t) est toujours inférieur a Lc.
Ce qui a entrainé Fg(t)>Fp, ce qui se traduira bien par une augmentation de niveau.

(5) | lci L(t)=Lc mais nous sommes a l'instant ou le niveau s’est écarté de la consigne
pendant le plus de temps et donc ou I'Al est maximale. Nous pourrions montrer qu’'a
cet instant Fr(t)=2"Fp et donc la vitesse de variation du niveau vaut Fp/S.

(6) | A partir du point (5), le niveau est passé au dessus du niveau de consigne, ce qui
signifie que la valeur de I'Al tend a diminuer ; mais comme 'Al n’as pas diminué
suffisamment, nous sommes toujours dans le cas ou Fy(t)>Fp et donc le niveau
continue a monter (mais moins vite gu’au point (5) ).

(7) | Entre le point (6) et le point (7), le niveau est resté au dessus de Lc et donc I'Al a
continué a diminuer ; en fait ici 'Al a égalé la perturbation et donc Fy(t)=Fp et le
niveau n‘augmente plus. Comme il n’y a pas encore eu une période entiere, l'intégrale
entre 0 et cet instant de L(1)-Lc est toujours négatif, ce qui correspond a une Al >0.

(8) | lci, nous nous approchons d’'une période entiére, et donc la valeur de I'Al est
relativement faible, c’est |la perturbation qui prend le dessus et le niveau chute.

Enfin, lorsque une période entiére se sera écoulée, I'Al sera nulle et le niveau chutera
avec sa vitesse maximale —Fp/S, nous revenons a la situation du point (1).

Conclusions sur I’Al :

Nous sommes moyennement satisfait des résultats, nous ne revenons pas a la
valeur de consigne mais nous oscillons autour de celle-ci ; donc si nous restons dans
la marge d’erreur tolérée nous pourrions nous contenter de ce résultat.
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Cependant, nous constatons un effet oscillatoire, ce qui est une particularité de I'Al.
Pour cette raison I'Al n’est jamais utilisée seule.

Nous remarguons qu’en augmentant la valeur de i nous obtenons de meilleurs
résultats mais au prix d’'une fréquence d’'oscillation supérieure (ce qui nécessite des
composants plus performants).

Nous allons maintenant essayer de combiner I'Al et I'AP, I'idée est d’avoir une
oscillation amortie.

3 Etude de I’AP&l - Cas d’une perturbation constante

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniére générale :
dL (1) _ 1 _
dt _TX(FIN (t) FOUT (t))

Avec FIN(t):FR(t) et FOUT(t):Fp(t)

Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :

(12) FIN (t) = FR (t) = _p(L(t) - Lc) Action proportionnelle

FOUT (t) = FP (t) = FP Perturbation constante

(13) L(t=0)= LO = LC Supposition initiale

La résolution de I'équation différentielle du systéme est donnée a I'’Annexe 6.
Nous avons montré qu'il peut il y avoir trois formes de solutions possibles pour
I'expression de L(t) suivant la valeur du discriminant de I'équation caractéristique.

De maniére plus concréte nous avons vu que I'action proportionnelle et I'action
intégrale contribuent toutes les deux a I'action de régulation mais qu'il peut il y avoir
plusieurs cas de figure. On pourrait par exemple avoir une action de régulation qui
est constituée de « beaucoup » d’action proportionnelle et de « peu » d’action
intégrale dans quel cas nous nous trouvons dans une régulation a prédominance de
I'action proportionnelle.

Les trois formes obtenues pour I'expressions de L(t) sont reprises ci-dessous :

Prédominance de I'action proportionnelle :

L(t)_L . 2FP .e—zl;.t.Sh L 2_i
(14) ¢ /p2 — 4iS 28 S
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Equilibre entre I'action intégrale et I'action proportionnelle :

F
asy LO=Lc —?P'f'e >

Prédominance de I'action intégrale :

2F S i
e 25 sin| |~ —| L

L(t)=L. - L —
(16) (=1L \/4-S-i—p2 S \2§

!

Nous allons maintenant, pour chaque cas, analyser I'évolution du niveau L(t).
Nous essayerons de comprendre pourquoi I'allure de L(t) correspond a son
expression et enfin nous essayerons d’interpréter ce qui se passe concrétement.

1°) Prédominance de I'action proportionnelle p> 248 i

L’expression que nous avions obtenu (voire Annexe 6) pour L(t) est la suivante :
B ---C
/”——\\\A I’\\ - =~
’ \ 1P ’ 2 >
2F T / P A
\
E_.e? -sh ||| ==

L)=L.~

\\\/p2 — iS', l‘ 5 28 _E,'It

4

-
-— \\—_—’

~

On peut constater que les expressions entourées ci-dessus sont des constantes
positives, dans ce cas I'expression simplifiée de L(t) devient :

Lit)y=L.—A-e™® - sh(Ct)

Remarque :
Le graphique de y=sh(x) est donné ici a droite. T y=sh(x)

sh(x) se lit « sinus hyperbolique » de x.
Par définition, I'expression de sh(x) est :

X —X

—e

sh(x) = eT

Remarquons que sh(x =0) =0
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« 1°® vérification : Nous vérifions que les conditions initiales sont vérifiées

Il faut donc vérifier si le niveau est au niveau de consigne a l'instant t=0.
Il faudra aussi vérifier si la vitesse de variation du niveau = -Fg/S a I'instant t=0.

L(t=0)=Lc 2 L(t = 0) = LC —A- eO . Sh(())

— OK c’est vérifié

diL()-L.), _ Fp
( dt ) = S ?

On peut montrer que c’est vérifié. Le calcul de la dérivée a été fait a 'annexe 6.1,

c’est d’ailleurs en vérifiant cette condition initiale que I'expression compléete de L(t) a
pu étre déterminée.

« 2°M vérification :  Nous calculons vers quoi tend L(t) lorsque t tend vers linfini de
maniére a vérifier si on tend a revenir a la consigne.

. A premiére vue le calcul de la limite présente une forme
lim L(t) =7 indéterminée.
t—o0
On peut lever l'indétermination en p
partant de la forme exponentielle du _>
sinus hyperbolique et en tenant compte du fait que : 28
On montre alors que le niveau L(1) lim L(t) =L
tend & revenir au niveau de consigne Lc. f—y00 ¢

Figure 25 : AP&I prédominance AP et perturbation constante|

10,1 -
LC
10— — — — — — — =
E 9,9
=]
©
)
E 9.8 Constantes choisies :
9,7 1 Lc=10m
S=5 m23
9,6 Fp=1m /zs , ,
i=0.05m"/s", p=3.5m7/s
. 2,2 2
05 '=02m"/s", pP=3.5m’/s
temps [s]
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Le graphique de L(t) nous montre bien qu’a l'instant t=0 on est bien au niveau de
consigne et que la limite a l'infini de L(t) vaut également le niveau de consigne.

On voit également que la pente de L(t) a l'instant =0 est négative et semble étre la
méme pour les deux courbes ci-dessus. Elle est effectivement la méme puisque la
pente a l'instant t=0 ne dépend pas des paramétres « p »et « i », elle vaut —Fp/S.

Nous sommes satisfait du résultat, nous avons une nette amélioration par rapport a
I'action proportionnelle seule (AP) sur perturbation constante (Fig.22 p.21). Le début
de la courbe est similaire mais au fur et a mesure que le temps pendant lequel le
niveau reste éloigné de la consigne augmente, I'action intégrale prend de I'ampleur.
En augmentant, I'action intégrale va contribuer de plus en plus a la régulation de
niveau jusqu’a égaler les perturbations.

29 Equilibre entre I'action proportionnelle et 'action intégrale p= 28 -1

L’expression que nous avions obtenu (voire Annexe 6) pour L(t) est la suivante :

/ \ l\
IIFP \‘ _:2LS:I
L(t)=L.—-—it-e B
\S /
N /A

-

On peut constater que les expressions entourées ci-dessus sont des constantes
positives, dans ce cas I'expression simplifiée de L(t) devient :

. —Bt
Lt)=L.-—A-t-e
e 1 vérification : ~ Nous vérifions que les conditions initiales sont vérifiées

Il faut donc vérifier si le niveau est au niveau de consigne a l'instant t=0.
Il faudra aussi vérifier si la vitesse de variation du niveau = -Fp/S a I'instant t=0.

Lt=0)=Lg ? L(t=0):LC_A.().e0

— OK c’est vérifié

dLO-L), __F,
( dt ) = S ?

On peut montrer que c’est vérifié. Le calcul de la dérivée a été fait a 'annexe 6.2,
c’est d’ailleurs en vérifiant cette condition initiale que I'expression complete de L(t) a
pu étre déterminée.

« 2°™ vérification :  Nous calculons vers quoi tend L(t) lorsque t tend vers l'infini de
maniére a vérifier si on tend a revenir a la consigne.

. A premiére vue le calcul de la limite présente une forme
lim L(t) =7 indéterminée. Cependant on peut prendre en compte le
= fait que pour le calcul d’'une limite en l'infini, une

fonction exponentielle 'emporte toujours sur un
polynéme.
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pans ce cas: |HML() =lim(L. —A-1-e®)=1im(L. — A-e™®)=L,
t—oo

t—>o0 t—>o00

Examinons a nouveau I'expression :

I/P:\\\ ',;7\1
=t
— fp 2
L(t)_LC _|\ :t'e \_,,B
\\ //A

-

Pour des valeurs de t proches de 0, e “® tend vers 1 et donc L(t) tend & décroitre a
vitesse constante avec une pente de Fp/S. Pour des valeurs plus élevées de t,
I'exponentielle décroissante e “®" tend a décroitre trés vite et prendre le dessus sur le
facteur t . Globalement c’est I'exponentielle qui 'emporte et L(t) tend vers le niveau
de consigne Lc.

[@ure 26 : AP&I Equilibre entre Al - AP et perturbation constante|

Evolution de L(t) avec une AP&I sur perturbation
constante. Equilibre entre Al et AP.

10,2 -
Lc
10 fre== —— m—— e
9,8 -
E
3 96 ..
g Constantes choisies :
c
9,4 Lc=10m
S=5m’
92 Fp=1 m’/s
i=0.05m%s*, p=1ms
"=02ms*, p’=2m?Ys

temps [s]

Nous pouvons constater que lorsqu’on augmente i (et donc p également car
I'équilibre entre Al et AP doit étre conservé), le résultat est meilleur.

En effet, pour i’>i, L(t) est toujours plus proche du niveau de consigne que pour i.
Mais nous ne pouvons pas augmenter p et i indéfiniment, il existe une limite au-dela
de laquelle il y a instabilité.

Comme nous tendons a revenir vers le niveau de consigne, la valeur de 'AP va
tendre vers zéro. Aprés un temps suffisant c’est donc I'Al qui tend a égaler la
perturbation. C’est I'Al qui donne la touche finale.
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39 Prédominance de ’action intégrale p < 21 / S -l

L'expression que nous avions obtenu (voire Annexe 6) pour L(t) est la suivante :

-—— -~ e \\C

é//— ‘\\\ Ip\B I/ \2

’ 2F N (I ;
LH=L. - il Le 2 .sin| Lo Ly
cA i p2 s ol2s),
4Sl_p/ ' //

\\5_——’// \\\ ’/

On peut constater que les expressions entourées ci-dessus sont des constantes
positives, dans ce cas I'expression simplifiée de L(t) devient :

7 N
/ \

(17) L([) = LC —‘A e Bt,' . Sll’l(Ct)

S o - A,
Cette expression met en évidence que I'évolution du niveau en fonction du temps
ressemble a une fonction sinusoidale avec une composante continue : la consigne.
Heureusement il ne s’agit pas exactement d’un sinus (comme pour I'Al) mais d’'une
fonction sinusoidale dont I'amplitude varie en fonction du temps.
L’expression (17) montre que 'amplitude « A’ » décroit de maniére exponentielle
avec le temps, ce qui se traduit par ce qu’on appelle une oscillation amortie.

[ﬂgure 27 : AP&I prédominance Al et perturbation constante|

10,5 | I

10 =" Lc

Constantes choisies :

niveau [m]

9,5
Lc=10m
9 S=5m’
Fp=1 m’/s
i=0.05m%s*, p=0.3m%s
85 - i"=02m%s*, p’=0.3m%s

temps [s]

Nous voyons qu’en augmentant la valeur de i, la « fréquence » d’oscillation est plus
grande ; on aurait pu s’en douter car on a vu que l'oscillation est le propre de I'Al.
Comme il ne s’agit pas vraiment d’'une fréquence (car la fonction n’est pas
périodique) nous dirons que c’est une pseudo fréquence f* .

Dans I'ensemble nous sommes satisfait avec les différents résultats car nous
revenons toujours vers la consigne mais certains cas de figure montrent que 'on se
stabilise plus vite vers la consigne. Le choix des valeurs de réglages p et i dépendra
du résultat mais aussi de I'application.

Nous constatons une amélioration par rapport a I'AP ou a I'Al. Nous pourrions

également montrer qu’avec une perturbation linéairement croissante, une AP&I
amene L(t) a tendre vers un écart permanent.
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Conclusions sur ’'AP&I
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4 Etude de I’AD (action dérivée) — Perturbation constante

L’idée d’une régulation par action dérivée est d’apporter une correction qui dépend
de la vitesse a laquelle le niveau s’éloigne de la consigne.
Mathématiquement cela donne :

d(L(t)— L)
dt

Ou d est le coefficient de I'action dérivée, il reflete le réglage de I'AD

AD(t)=F,,(t)=Fy(t)=—d -

Il s’agit donc d’'une action de régulation de type correctrice (le signe — indique une
action de correction), qui prend en compte la différence entre le niveau et la consigne
et qui tend compte de la dérivée par rapport au temps de I'erreur (ou de la vitesse de
variation de l'erreur).

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniére générale :

%Z %X (Fy (t) = Foyp (1))

Avec F (1) = Fi(2) et Four (1) = Fp(2)
Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :
d(L(t)—L.)

ag |Fn(®)=Fp(t)=—d - dt Action dérivée
(19) FOUT (t) — FP (t) = FP Perturbation constante
(20) L(t=0)= LO = LC Supposition initiale
On obtient I'équation de L(t) : FP

L(t)y=L, ——*t—-1
La résolution est donnée a 'annexe 7. +d

Nous pouvons constater que nous avons bien I'’équation d’'une droite de la forme
y = ax+b ou la variable y=L(t) et la variable x et le temps.

__
S+d

La pente de la droite est :

Remarque : Sans régulation (SR), nous avions trouvé : L(t) = Lc — ?P -t

Il s’agit toujours d’une droite mais dont la pente est plus grande en valeur absolue
gu’avec une action dérivée.
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@ure 28 : Graphique de L(t) pour AD et perturbation constante)|

Le graphique ci-dessous met en évidence l'influence du coefficient d’action dérivée
sur I'évolution du niveau L(t).
Pour le graphique ci-dessous, les données considérées sont :

Fp=5m®/s Lc=10m Lo=10m S=1m?

SR

—— d_2

= = =d35

O T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79 85 91 97

temps [s]

Nous constatons que le comportement n’a pas changé par rapport au cas SR, nous
avons dans les deux cas le niveau qui chute a vitesse constante. Néanmoins avec
I'AD le niveau chute moins vite.

L’AD a amélioré la situation par rapport au cas SR mais n’est jamais utilisée seule
car elle ne permet pas de revenir au niveau de consigne. La raison de cela est que
pour revenir au niveau de consigne, il faudrait que I'AD égalise la perturbation alors
que dés que I'on ne s’éloigne plus de la consigne, 'AD=0.

5 Etude de I’AP&D - Cas d’une perturbation constante

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniére générale :

%: %X (Fpy (1) — Foyr (1))

Avec Fy () = Fp(2) et Foyr (1) = Fp(2)
Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :

ALO-L)
" p(

F,(t)=F,(t)=—d L(t)-L.)

APD

(21) FOUT (t) = FP (t) = FP Perturbation constante
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(22) L(t=0)= LO = LC Supposition initiale

ot Bt 1t . F oy
On obtient I'équation de L(t) : — L([) — LC R (1 — o 5+ )
La résolution est donnée a 'annexe 8. P

Si 'on compare I'expression de L(t) que nous venons de trouver avec I'expression
résolue dans le cas d’une action proportionnelle (annexe 3), nous constatons qu’elles
sont quasi identiques. L’action dérivée renforce I'action proportionnelle.

Tout se passe de la méme maniere qu’avec I'AP mais avec un temps caractéristique
plus long. On aurait pu augmenter la valeur de p de I'AP pour tendre vers un écart
permanent plus petit mais il y a une valeur de p limite & ne pas dépasser.

@ure 29 : Graphique de L(t) pour AP&D et perturbation constante|

Ce graphique met en évidence l'influence du coefficient d’action dérivée sur le
renforcement de I'action proportionnelle. Les données considérées sont :

Fp=5m%/s Lc=10 m Lo=10m S=1m? p=1m?s
10 -

AP
= APD, d=2
= = =APD,d=35

L(t) [m] 6 -

O T T T T T T T T

1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79 85 91 97

temps [s]

Conclusions sur I’AP&D

° L’AD n’est jamais utilisée seule, elle n’est pas capable d’égaler en
permanence la perturbation tout en conservant le niveau de consigne.
Avec I'AD ces deux résultats sont contradictoires car égaler la perturbation
implique que I'on s’éloigne du niveau de consigne.

° L’action dérivée renforce 'action proportionnelle.

° L’action dérivée n’est utilisée que lorsqu'il y a également une action
proportionnelle. Une action type AID n’est jamais utilisée car est d’office
instable.
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6 L’action PID

C’est le type de régulation le plus complet donc le meilleur lorsqu'il est bien utilisé.
L’inconvénient c’est qu’il est évidemment plus complexe. C’est avec 'APID qu'ily a
le plus de réglages possibles. Parfois il faut augmenter I'ordre du régulateur et faire
par exemple une action de type PI?D ; ce qui signifie qu'il y a en plus de action P et
D, une action qui dépend de l'intégrale double (sur le temps) de I'erreur entre le
niveau et la consigne. On peut imaginer PI°D avec intégrale triple...

7 L’ordre d’un régulateur

Nous dirons qu’un régulateur de type PID est un régulateur du premier ordre alors
qu’un régulateur de type PI°D est un régulateur du deuxiéme ordre.

PID — ordre 1
PI?D — ordre 2
PI*D — ordre 3

— ordre 4

PI‘D

Il est bon de savoir les circonstances qui font que nous avons besoin d’un régulateur
de tel ou tel ordre. Imaginons que dans notre exemple nous avons une perturbation
constante, si nous avons une APID nous revenons a la valeur de consigne ; par
contre si nous avons affaire a une perturbation linéairement croissante le niveau tend
vers un écart permanent, il faut alors une action PI°D pour revenir & la consigne.
Nous pouvons en déduire que I’ordre de la perturbation influence I'ordre
nécessaire au régulateur. Un autre élément qui influence I'ordre d’un régulateur est
la tolérance acceptée par rapport a la consigne, si nous acceptons un écart
permanent, il se pourrait que méme dans le cas d’une perturbation linéairement
croissante, une APID soit satisfaisante.

Dans tous les calculs que nous avons fait, nous avons considéré que la consigne
était constante mais en réalité elle peut évoluer. Nous comprenons intuitivement que
le fait que la consigne change rendra plus difficile la régulation. En fait si la consigne
est susceptible de varier linéairement, il faut augmenter 'ordre du régulateur de 1, si
elle est susceptible de varier en t2, il faut augmenter I'ordre du régulateur de 2.

En résumé il faudra tenir compte de I’ordre associé au type de variation de la
consigne.

Un autre élément important est I’ordre de I’équation différentielle du systeme
physique, dans notre exemple il est de 1 mais s'il avait été de 2, il aurait fallu
augmenter I'ordre du régulateur de 1 ; s’il avait été de 3, il aurait fallu augmenter
I'ordre du régulateur de 2...
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8 Les types de régulateurs rencontrés

Nous avons vu par exemple que I'AD n’est jamais utilisée seule, nous allons voir ce
qu’il en est pour les différents cas :

Type d’action | Utilisé ? | Explication
P Oul Possibilité d’action limitée mais relativement simple.
Pas d’oscillation.
} NON Rien n’empéche de I'utiliser mais comme entraine
d’office une oscillation, pas utilisé en pratique.
b NON Pas trés fameux seul.
Pl Oul Permet de résoudre pas mal de problémes.
PD Oul Avec D, I'AP est meilleure.
b NON Comportement oscillatoire intrinséque.
PID Oul Le meilleur, toutes les possibilités d’action.
Mais également le plus complexe.

9 Expression des actions P, I, D

Jusgu’a maintenant nous avons toujours considéré :

* L’action intégrale

Al = AI(t) =—i - je(z) . dt

de(t)
* L’action dérivée AD = AD(t) =—d- dt
« L’action proportionnelle  : AP=AP(t)=—p- &)

Ou €(t) est l'erreur (la différence entre le niveau et la consigne).

Nous avions les coefficients de I'Al, 'AD et 'AP qui étaient respectivement i, d et p.
Les coefficients représentant les quantités respectives de I'Al, I'AD et I'AP.
Cependant, ce qui est génant c’est que 'unité de ces coefficients dépend de
I'équation différentielle du systéeme physique.

Dans notre exemple nous avions pour 'APID :

dL(t) _ 1 de(t)

— —p-8(t)—i-j€(t)-dt—d

— F (t
d S P

Avec (1/S) qui peut étre considéré comme le gain du systéme.
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Nous allons nommer r(t) I'expression qui reflete I'action de régulation et qui prend en
compte le gain du systéme :

r(t) =G - p-e(t)—i-je(z)-dt—d_dg(’)

Avec G = (1/S) qui est le gain du systeme.

Cette expression de r(t) montre bien les paramétres de la régulation PID, il s’agit bien
sOr de p, i et d. Cependant, en régulation, il est courant de travailler avec un réglage
global du gain du systéme soumis a la régulation. Nous appellerons ce réglage
global du gain G, celui-ci va alors englober le coefficient de I'action proportionnelle p.

L’expression de r(t) peut alors mise sous la forme :

r(1) = -G’ 8(t)+— j e(t)-di+T, X0

Ou le signe « - » |nd|que une action de correction.
G’'=G.p est le gain du systéme soumis a la régulation

Cette derniére expression de r(t) fait toujours apparaitre 3 réglages mais le réglage
du coefficient de I'action proportionnelle n’existe plus, il est inclus dans le réglage
global du gain G'. Par ailleurs les réglages liés aux actions intégrales et dérivées
sont maintenant respectivement T, et Tp. Ces nouveaux parametres de la régulation
PID (le temps d’intégration T, et le temps de dérivation Tp) ont plusieurs avantages :

« L'unité est toujours la seconde]s], elle ne dépend plus du systeme.
» Ces réglages sont relatifs a I'action proportionnelle.

Les contributions des AP, Al et AD sont alors :

-
— - -~

\ /

/
: €(t)
r(6)=-G- p| S(t)\+— j 8(t) ai +T,
I \ T'[
/ \
\\ ,/I \\\ // \\\_—’/
AP \_A_I—’ AD
Les coefficients deviennent : 1 pour’AP - c’est la référence
T, pour'Al. - T'Al augmente si T, diminue
Tp pour 'AD. - I'AD augmente si Tp augmente

Interprétation du T, :  Si on suppose que I'on ait affaire a un écart constant, T,
est le temps que met I'Al pour atteindre la valeur de I'AP.
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ANNEXE 1 : AP sur perturbation momentanée, résolution.

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniere générale :

deft) = %X (F (1) = Foyp (1))

Avec FIN(t):FR(t) et Four(t):Fp(t)

Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :

(AL.1) FIN ()= FR (1) = _p(L(t) - Lc) Action proportionnelle

FOUT (1) = FP (t)=0 Perturbation momentanée

(A1.2) L(t=0)= Lo * Lc Perturbation instantanée

Pour simplifier, nous considérerons pour la suite que la consigne est une constante.

En remplacant Fn(t) et Fout(t) par leurs expressions, on trouve :

TR =Aix(=p(L)- L) | G2 =—%(L@1) - L)

dt

De maniére a simplifier la résolution, nous allons faire apparaitre le fait qu'ajouter ou
soustraire une constante a une fonction ne change rien a sa dérivée.

dL(t) __ d(L(t)-Lc) _
Danscecas:| 4 — dt == _%(L(t)_Lc)

Nous allons maintenant réarranger I'équation de maniére a mettre dans le membre
de gauche tout ce qui concerne (L(t) — L¢). L'idée est de trouver I'expression de L(t) -
Lc pour ensuite isoler L(t) et avoir enfin son expression en fonction du temps.

d(L)-Lc) _ _p
L(t)-Lo S dt

En intégrant les deux membres, on trouve :

Nous savons par ailleurs que jl cdx = ln‘x‘ 4+ K| avec K = une constante
X
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Ce qui nécessite de prendre en compte le signe de x si on veut pouvoir 6ter la valeur
absolue. On a dans ce cas :

Si x>0 J.%-dlenx+K si x<0 J.%-dlen(—x)+K

Dans notre cas, si on se référe a I'équation (A1.3), on remarque que c’est le signe de
L(t)-Lc qu’il faut examiner de maniére a résoudre l'intégrale indéfinie sans avoir de
valeur absolue dans le résultat.

On peut montrer que dans notre cas L(t)- Lc doit toujours étre négatif car on
considére que I'action de régulation (qui vaut Fn(t)) doit toujours étre positive.

En effet, 'équation (A1.1) de la page précédente montre bien que le signe de F(t)
ne peut étre positif que si (L(t)-L¢c) est négatif.

En tenant compte que (L(t)-Lc) est négatif, on obtient alors :

In(L. — L(1) + K, =2 j 1-dt

=In(L, - L) +K, =—%-(t+K,)
=In(L, - L)+ K, =—%-t+K,
=In(L, - L(t)=—%-t+K,

Ou Ky, Kz, Ks, K4 sont des constantes.

Hélas la derniére expression ne nous donne pas directement I'expression de (Lc-L(1))
mais In(Lc-L(t))

Pour obtenir (L(1)-L¢) il faut utiliser une astuce basée sur les faits suivants :

. Si A=B, et=eB
. Si A>0 e A

En prenant 'exponentielle en base e de chague membre de notre derniére équation :

In(L—L(1)) _ e—g-t+1<4

e
— oL =L1) _ e—%-t . oK
_Py
= L. —L(t)=K;-e*
Py

=Lt)=L.—K;-¢e*

Il nous reste a déterminer la constante Ks pour avoir I'expression compléete de L(t),
pour ce faire il faut faire apparaitre une information supplémentaire qui provient des
conditions initiales. Nous allons donc intégrer I'équation (A1.2) page précédente qui
précise que le niveau L(1) a I'instant t=0 vaut L, (et est différent de L).
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p
50

Lt=0)=L,=L.-K.-¢ "' =L.-K,
= K. =L, - L,

On obtient enfin 1’équation de L(t) : -2t
— _ — . S

Le graphique ci-dessous met en évidence I’influence du coefficient d’action

proportionnel sur I’évolution du niveau L(t).

Pour le graphique ci-dessous, les données considérées sont :

Lc=10 m Lo=2m S=1m’
Action proportionnelle sur perturbation momentanée et instantanée
12 4

p—
- = p=5
- =SR
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ANNEXE 2 : AP sur perturbation momentanée, justification.

Expliquons que I’allure de L(t) est en accord avec I’équation différentielle :
dL (1) _ 1 _
dt _TX(FIN () FOUT (1))

- Représentons la courbe qui correspond au membre de gauche :

Nous allons nous baser sur 'allure de L(t) (voir annexe1) pour représenter I'allure de
sa dérivée par rapport au temps, nous avons ainsi une courbe qui correspond au
membre de gauche de I'équation différentielle du systéme.

@ure A2.1 : Graphique de L(t) et sa dérivée pour AP avec Fp=0 pour t # 0|

Ci-dessous nous avons l'allure de L(t) ainsi que l'allure de sa dérivée.

Il est assez facile de déterminer 'allure de la dérivée d’une fonction a partir du
graphique de la fonction. En effet la dérivée est simplement une fonction dont la
valeur informe sur la pente de la fonction d’origine.

Pour les graphiques ci-dessous, les données considérées sont :
Le=10m Lo=2m S=1m?

Action proportionnelle sur perturbation momentanée et instantanée

T
13

0,25
055
0,85 1r
1,15
1,45
1,75
2,05
235
2,65
2,95
3,25
3,55
385
415
4,45
475
5,05

“ 535
5,65
5,95
6,25
6,55
6,85
715
7,45
7,75
8,05
8,35
8,65
8,95
9,25
9,55
9,85

mps [s]

En analysant L(t), on voit bien que la fonction reste croissante mais croit de moins
en moins vite. En analysant dL(t)/dt (=la pente de L(t)) on voit bien que la valeur
est toujours positive mais de moins en moins élevée.
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- Représentons une courbe dont I'allure correspond au membre de droite :
Comme S est une constante et que Foyr(t) = 0, I'allure du membre de droite de
I'équation différentielle du systéme sera semblable a I'allure de Fi(t).

Pour représenter Fy(t) = Fr(t), nous utiliserons la formule de I'AP ci-dessous :

Fp(t)=—p(L(t)— L;) = p(L. — L(?))

|Figure A2.2 : Graphique de Fx(t) pour AP avec Fp=0 pour t # 0|

Pour les graphiques, les données considérées sont les mémes que pour Fig.A2.1

10

8

L(t) [m] 6|

45 - Fin(t) [m3/s]
Oy~~~ T T T
B

30 o o ______________.

G R Fin(t) = Fr() [m¥%s] —— —-

La comparaison des figures A2.1 et A2.2 montre bien que l'allure de L(t) est bien en
accord avec I'équation différentielle du systéme. En effet les courbes qui
correspondent au membre de gauche et au membre de droite de I'équation
différentielle du systéme ont une allure tout a fait identique.
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ANNEXE 3 : AP sur perturbation constante, résolution.

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniere générale :

deft) = %X (F (1) = Foyp (1))

Avec FIN(t):FR(t) et Four(t):Fp(t)

Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :

(A3.1) F1N (1) = FR (1) =—p(L(t) - Lc) Action proportionnelle

FOUT (t) = FP (t) = FP Perturbation constante

(A3.2) Lit=0)= Lo = Lc Supposition initiale

En remplacant Fn(t) et Fout(t) par leurs expressions, on trouve :

L0 = L (—p(L(t)— L.) - F,)

dt

&L 21 (r)— L, +12)
p

De maniére a simplifier la résolution, nous allons faire apparaitre le fait qu’ajouter ou
soustraire une constante a une fonction ne change rien a sa dérivée.

d(L(t)-L¢ +—)

dL(t) _ _ _P
(A3.3) Danscecas:| d dt (L(t) L + p)

Pour simplifier la résolution de I'’équation différentielle, nous allons poser :

F
(A3.4) Yy =y=Lt)=Lc +?P

dy _
L’équation différentielle (A3.3) devient alors (A3.5): w5y

Nous allons donc commencer par résoudre cette équation différentielle simplifiée de
maniére a obtenir 'expression de y(1). Ensuite il suffira de remplacer y(t) par son
expression équivalente donnée en (A3.4) de maniére a isoler L(t).
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Partons de I'équation (A3.5) et mettons tout ce qui concerne y dans le membre de
gauche, on obtient alors :

(A3.6) %'d}’ = _%dt

L, = |=-2L.
En intégrant les deux membres, on trouve : (A3.7) JAj dy_j S dt

Nous savons par ailleurs que| | 1 . — ‘ avec K = une constante
I —dx = ln‘x + K

Ce qui nécessite de prendre en compte le signe de x si on veut pouvoir oter la valeur
absolue. On a dans ce cas :

Six>0 J.%-dlenx+K si x<0 J}-dlen(—x)+K

Nous allons donc résoudre I'’équation (A3.7) en considérant dans un 1% cas que y est
positif puis en considérant que y est négatif.

- Considérons y positif L’équation (A3.7) devient alors :

Iny+K, =-%-t+K, =>Iny=-%L-1+K,

Prenons I'exponentielle en base e de chaque membre de I'équation, on trouve alors :

_p, _p,
Gk, ot

y=e —>y=K-e (A3.8)

En prenant en compte de la valeur posée pour y (A3.4), on trouve :

F _E.[ _E.t
L) Lo+ 2=K-¢%" |& Lt)=K-¢ ¥ +1, 12
p

La constante K peut alors étre déterminée a I'aide des conditions initiales.
Les conditions initiales ont été exprimées en (A3.2), il s’agit de : L(t=0) = Ly = L¢

Il faut donc vérifier : L(t=0)= L.= K-e_%o +L, _&
P
F F
L. =K+L.———+ > K=-1%
p p
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(A3.9)

£y

S Lt)=L.—-~t-(1-¢""

P

)

- Considérons y négatif

L’équation (A3.7) devient alors :

In(-y)+K,=-%-t+K,

= In(-y)=—-%-t+ K,

Prenons I'exponentielle en base e de chaque membre de I'équation, on trouve alors :

p

_Ly Py
=-y=K,-e* | |=y=K-e"’ |

On peut constater que le fait d’avoir considéré y comme négatif ou positif ne change
rien a I'expression mathématique obtenue.
En effet les formules (A3.8) et (A3.10) sont identiques.

Une fois les conditions initiales considérées, L =L FP 1 —£t
on obtient une unique expression pour L(t) : (Z) — L™ ) ( —€ )

(A3.11) 1%

@ure A3.1 : Graphique de L(t) pour AP et perturbation constante|

Le graphique ci-dessous met en évidence l'influence du coefficient d’action
proportionnel sur I'évolution du niveau L(t).
Pour le graphique ci-dessous, les données considérées sont :

Fp=5m®/s

Lc=10m Lo=10m

1,95 1~

T T T T T

0 v w N v v O Vv 1 v 1V v v v v v v v w

< o < ¥ o o <F o ¥ o F < o0 F o0 F 0

o O N N O O F 10O 10 © © M~ NN 0 0 O O
temps [s]

On peut voir qu’en absence de régulation le niveau chute a vitesse constante (cas du
trou dans la cuve). On peut montrer que la pente de L(t) vaut dans ce cas —Fp/S
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ANNEXE 4 : Al sur perturbation constante, résolution.

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniere générale :
dL(t) _ 1 _
= s X (Fy (1) = Foyp (1))

Avec FIN(t):FR(t) et FOUT(t):Fp(t)

Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :

t
oy | @ = Fo() =—i- j (L()—Lo)-dt|

0
(A4.2) FOUT (t) = FP (t) = FP Perturbation constante
(A4.3) L(t=0)= Lo = Lc Supposition initiale

Insérons les expressions de Fn(t) et de Four(t) données en (A4.1) et (A4.2) au sein
de 'équation différentielle du systeme. On obtient alors :

ity [0 = Ex (=i (L)~ Le)-dt = F)
0

F Car ajouter
P\ | une constante
(L(t)—L.)-dt— ?) ne modifie pas

la dérivée.

d(L(t)-Ls) _
A45) | — 0 —

O'—.N

_L.
S

Nous avons ici une équation intégro-différentielle, nous allons dériver chaque
membre par rapport au temps pour avoir une équation différentielle d’ordre 2 :

= S = (L) - L)

(A4.6) dr?

Pour simplifier la résolution de —_— oy — _

I'équation différentielle, posons : (A4.7) y(t) =)V= L(t) Lc
d’y _ i,

L’équation différentielle (A4.6) devient alors : (A4.8) a2 S y

Nous allons maintenant chercher I'expression de y(t) puis remplacer y(t) par L(t) — L
de maniére a pouvoir isoler L(t) et ainsi obtenir son expression mathématique.
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Ordonnons I'équation différentielle (A4.8) d%y ;

suivant un degré décroissant : (A4.9) PR y= 0
Résolvons I'équation caractéristique associée a ) 1 .
I'équation A4.9 (voir Annexe 5 pour la théorie) : r-+—=0| |[=>r= i] .

Les solutions de I'’équation caractéristique sont deux nombres imaginaires
conjugués, ce qui signifie que notre fonction de notre équation différentielle est une
somme pondérée de sinus et cosinus (voir Annexe 5).

(A4.10):>y(t) L#t)-L.=C,- sm(\/i H+C,- cos(\/7 1)

C, et de C, doivent ensuite étre déterminées a I'aide de deux conditions initiales :

d(L(t)-L.), _ F
LO-L)g=0] o (& — ), =7
En insérant ces conditions au sein F p

De I'équation A4.10, on trouve : C2—0 et Cl - - f
[ -8

@ure A4.1 : Allure de L(t) avec une Al et une perturbation constante|
---------------------------------------- Lc+(Fp / RACINE (iS))

--------------- Seesmnsge s s ofiea e Q- s - o Low(Fp/ RAGINE (i)

-------- R T\ TEET IR EEEE D T p sy P

niveau [m]

----- seee N DL Le(Fp/ RACINE (i'S))

------------------------------------ - - Le-(Fp/ RACINE (iS))

SR

temps [s]
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ANNEXE 5 : Equation différentielle d’ordre 2, théorie

Pour résoudre une équation différentielle du 2°™ ordre de type :

2
a-%+b-%+c-y:0

ar’+b-r+c=0

Il faut résoudre I'équation caractéristique associée :

Le type de solution obtenue pour r nous informera sur I'expression de y.

[1.2
Aprés résolution, on trouve : —bEt+b" —4ac ou r est la variable

r= 7 pour I'équation
a caractéristique.

Suivant la valeur du A (=b?-4ac), on trouve trois formes de solutions pour r :

19 A0 — L’équation caractéristique présente 2 solutions réelles

29 A=0 — L’équation caractéristique présente 1 solution réelle double

39 A<0 — L’équation caractéristique présente 2 solutions complexes
conjuguées

La forme de solution pour r influencera directement le type d’expression
mathématique de la fonction recherchée (celle qui se trouve dans I'équation
différentielle, y dans notre cas). Examinons les 3 possibilités :

19 A0 — L’équation caractéristique présente 2 solutions réelles

La fonction recherchée au sein de I'équation différentielle vérifie alors I'expression :

— nx nx . .
y(x)= C1 e+ C2 e ol 14 et r, sont les deux racines réelles
2° A=0 — L’équation caractéristique présente 1 solution réelle double
La fonction recherchée au sein de I'équation différentielle vérifie alors I'expression :

X
)’(x) = (C1 + Cz -x)e’ o r1» est la racine réelle double

39 A<0 — L’équation caractéristique présente 2 solutions complexes
conjuguées

La fonction recherchée au sein de I'équation différentielle vérifie alors I'expression :
y(x)=e" - (C, -sinvx+ C, - cosvx)

Ou les solutions complexes sont ry = u+vj et ry = U-vj

Pour ensuite trouver les valeurs de C; et de C,, il nous faut deux informations
supplémentaires. Souvent on utilise les conditions initiales qui font apparaitre les
valeurs de yo = y(x=0) et de y’o = (dy/dx)x=o.
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ANNEXE 6.0 : API sur perturbation constante, résolution, intro

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniére générale :

%Z %X (Fpy (1) — Foyr (1))

Avec Fiy(8) = FR(1) et Four (1) = Fp(2)

Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :

a6 | Fn®) = Fe() =i [(L() = Le)-dt = p - (L)~ L)
0

Pour une AP&I, on additionne I'AP et l'Al

(A6.2) FOUT ()= Fp ()= Fp Perturbation constante

(A6.3) Lt=0)= Lo = Lc Supposition initiale

Insérons les expressions de Fin(t) et de Foyr(t) données en (A6.1) et (A6.2) au sein
de I'équation différentielle du systeme. On obtient alors :

t

(A6.4) de(tt) :%X(_i'I(L(t)_LC) -dt—p- (L([)—LC)—FP)

Comme le fait d’ajouter une constante a une fonction ne change rien a sa dérivée :

aworto -1 T opiy—ry.ar-Loruy-r1-Lr
(o9 G == (Lo —1e)-dr o LO-L)==0)

0

Nous avons ici une équation intégro-différentielle, nous allons dériver chaque
membre par rapport au temps pour avoir une équation différentielle d’ordre 2 :

P (L-Le) L D atLi-i
h66)| = a4z = —E-(L(t)—LC)_E.Tc

Pour simplifier la résolution de
I'équation différentielle, nous allons poser :  (A6.7) y(t) =y= L(l‘) - LC

_P a4
S dt

Nous allons maintenant chercher I'expression de y(t) puis remplacer y(t) par L(t) — L¢
de maniére a pouvoir isoler L(t) et ainsi obtenir son expression mathématique.

L’équation différentielle (A6.6) devient alors : (A6.8) — = —%- y
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Ordonnons I'’équation différentielle (A6.8) suivant un degré décroissant :

a’y P @ | _
(A6.9) | a? ~ aTs y=0

Comme expliqgué Annexe 5, nous devons résoudre I'équation caractéristique
associée de maniére a pouvoir exposer I'expression de y. Il y a néanmoins une petite
différence parce qu’ici nous dérivons par rapport au temps alors que 'Annexe 5
montre une dérivation par rapport a x. Ceci est di au fait que ’Annexe 5 utilise la
variable x comme abscisse (typique pour une théorie mathématique) alors qu'ici
'abscisse est t.

Nous devrons examiner les trois formes de solutions pour I'équation caractéristique
de maniére a exposer 'ensemble des expressions mathématiques qui vérifient
'équation (A6.9) reprise ici dessus.

Exposons I'équation caractéristique 2 p
associée (on choisit r comme nom de variable) : r-+ 5 +—=0

Les solutions pour r sont alors :

Examinons séparément les 3 situations qui différent suivant la valeur du A :
2 .
19 AS0 - P4, (A6.10)
S S

L’équation caractéristique présente 2 solutions réelles.
La fonction recherchée au sein de I'équation différentielle vérifie alors I'expression :

nt Fot
(A6.11) y(t) = C1 el + Cz e’ ol r; et rp sont les racines réelles

2 .
2°)  A=0 = (gj _4_, (A6.12)
S S

L’équation caractéristique présente 1 solution réelle double.
La fonction recherchée au sein de I'équation différentielle vérifie alors I'expression :

(A6.13) y(@)=(C,+C,- t)erut oll 1y, est la racine réelle double

2 .
3% A<0 - (gj _4_, (A6.14)
S S

L’équation caractéristique présente 2 solutions complexes conjuguées.
La fonction recherchée au sein de I'équation différentielle vérifie alors I'expression :

ne15 Y(@)=e" - (C,-sinvt+C, -cosvt)

Ou les solutions complexes sont ry = u+vj et rp = U-vj
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Nous pouvons remarquer que les fonctions (A6.11), (A6.13) et (A6.15) ont une forme
semblable a celles présentées Annexe 5. Cependant, on remarque qu’ici les
expressions sont exprimées en fonction du temps t et non de la variable x.

De maniére a favoriser une interprétation physique vis-a-vis des conditions (A6.10),
(AB.12) et (AB.14), nous allons exposer ces mémes conditions en isolant p dans un
membre, on obtient alors :

19 Prédominance de I'action proportionnelle

(A6.16) p > 24/S -1 quiprovient de £ _ ﬂ > () (A6.10)
S S

On dit qu'il s’agit d’'une prédominance a action proportionnelle car la valeur du
coefficient d’action proportionnel p est suffisamment grande pour que la contribution
de I'action proportionnelle prédomine par rapport a la contribution de I'action
intégrale’.

En détaillant davantage I'équation (A6.11), on trouve :

e AN 't _p_ (P i y
o1 y(t)=C1-e{ 28 (25} S} +C2-e[ 25 (25} SJ

29 Equilibre entre I'action proportionnelle et 'action intégrale

(A6.18) p=2\/S'i qui provient de p 2 41 0 (A6.12)

S S
En détaillant davantage I'équation (A6.13), on trouve :
_r,
— 28
ne19) Y@ =(C,+C, t)e

39 Prédominance de I'action intégrale

(A6.20) p< 24/ S -i  quiprovientde p 41 0 (A6.14)
<

# . , . . . e . . o, .
Pour avoir une prédominance de 1’action proportionnelle vis-a-vis de 1’action intégrale, on aurait pu
penser que la condition a respecter est simplement p>i mais ceci est impossible au niveau des unités.
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ANNEXE 6.1 : API sur perturbation cte, prédominance AP

L’annexe 6.0 a mis en évidence que lorsque P > 2\/ S -1 nous sommes dans le
cas d’'une prédominance de l'action proportionnelle avec comme expression de y(t) :

qormg ) o [l

)€ (A6.17)
Pour rappel, nous avions posé y(t) = L(t) — L¢ pour faciliter la résolution.

Pour obtenir 'expression L(t), nous allons commencer par rechercher I'expression
complete de y(t) (en trouvant les valeurs de C; et C,) que nous égalerons a L(t) — L .
Pour trouver C; et C, (des constantes), il nous faut deux équations supplémentaires.
Nous allons insérer deux équations qui correspondent aux conditions initiales :

(A6.22) y(t=0)=0 Ce qui revient a dire L(t = 0) = L¢
En effet, il faut garder a I'esprit que y(t) représente
L(t) - Lc. Nous avions posé cela en (A6.7).

(A6.23) (dy/dt).o=-Fp/S  Ce quirevient a dire (dL(t)/dt)io = -Fp/S
En effet, (dL(t)/dt) vaut la méme chose que (dy/dt) car
y(t) représente L(1) - L¢ et Lc est une constante.
La raison pour laquelle (dL(t)/dt) vaut (-Fp/S) a l'instant t = 0, peut étre
expliquée a partir de I'équation différentielle du systéme en tenant compte
que Fin(t) = 0 a l'instant t=0. Le débit d’entrée Fn(t) (qui constitue I'action de
régulation) est bien sdr nul puisqu'il provient d’'une contribution de I'action
proportionnelle sans écart entre le niveau et la consigne et d’une contribution
de l'action intégrale qui intégre sur un intervalle de temps nul.

Essayons d'inclure la condition (A6.22) au sein de I'équation (A6.17) afin d’obtenir
des informations supplémentaires sur C; et Cs :

yt=0)=0 =C-"+C,-e"=0 =C,=-C,

Nous avons obtenu un lien entre les inconnues C; et C,. Nous allons maintenant
remplacer C, de I'équation (A6.17) par (-C4) de maniére a exposer I'équation de y(1)
ne comportant plus qu’un parameétre a déterminer :

2 .
P, [1’) i,
28 28 S

624y Y(@)=C,- e{ —C-e

o ) Al

< y()=C, - e e
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QNRACI
2 NaTs_ )5

S yt)=C,-e > |e

Pour trouver C; (le dernier paramétre inconnu de I'équation de y(t)), nous devons
prendre en compte notre 2°™ condition initiale donnée en A6.23) qui fait apparaitre la
dérivée par rapport au temps de y(t). Nous allons donc devoir dériver (en fonction du
temps) la derniére expression de y(t) donnée ci-dessus. Pour simplifier, nous allons
temporairement poser :

2

p B p I

_E et E S

L’expression simplifiée de y(t) et le calcul de sa dérivée sont alors :

y(t) — C1 -eAt(eB’ _e—Bt)
= % =C,- [(AeAt (eBt —e” ))+ (eAt : (BeBt + Be™” ))]

En faisant apparaitre I'équation (A6.23) au sein de I'expression ci-dessus, on trouve :

ﬂ =C;- [(Aeo (eo — e’ ))+ (eo : (Beo + Be° ))]
dt ).,
1
:_ﬂzcl.ZB :Clz_ﬂ._
S 2S B
En remplacant B par sa valeur, on trouve finalement la valeur de C; :
Cl:_gg. 12 =C, =— £
p L b pr-dis
28 S

L’expression de y(t) devient alors :
A ) R
y(t) =~ -
\ p° —4iS
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Il existe une fonction appelée sinus hyperbolique qui va permettre de simplifier
I'expression de y(t). On se base sur le fait que :

et —e "

sh(x) =

L’expression de y(t) devient alors :
p 2 .
2F, Y p i

) =———. . _
(A6.25) Yo /p2 —4iS 28 S

Comme y(t) = L(t) — L¢, on peut obtenir L(t) :

_r, 2 .

\p° —4iS

[Figure A6.1 : AP&I prédominance AP et perturbation constante]

(A6.26)

Evolution de L(t) avec une AP&l sur perturbation

constante. Prédominance de I'AP.
10,2 -

10,1 -
10— — — — — —— =

9,9 -

niveau [m]

9,8 1 Constantes choisies :
9,7 - Lc=10m

S=5m?
9,6 - Fp=1m’/s

i=0.05m%s*, p=3.5m%s
"=02ms*, p’=3.5m%s

9,5 -

temps [s]
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ANNEXE 6.2 : API sur perturbation cte, équilibre AP et Al

L’annexe 6.0 a mis en évidence que lorsque P = 2\/ S-ii y a équilibre entre
I'action intégrale et I'action proportionnelle. Avec comme expression de y(t) :

pP
—t
— 28
y(t)_(cl +C2 't)e (AB.19)
Pour rappel, nous avions posé y(t) = L(t) — L¢ pour faciliter la résolution.

Pour obtenir 'expression L(t), nous allons commencer par rechercher I'expression
complete de y(t) (en trouvant les valeurs de C; et C,) que nous égalerons a L(t) — L .
Pour trouver C; et C, (des constantes), il nous faut deux équations supplémentaires.
Nous allons insérer deux équations qui correspondent aux conditions initiales :

(A6.27) y(t=0)=0 Ce qui revient a dire L(t = 0) = L¢
En effet, il faut garder a I'esprit que y(t) représente
L(t) - Lc. Nous avions posé cela en (A6.7).

(A6.28) (dy/dt).o=-Fp/S  Ce quirevient a dire (dL(t)/dt)io = -Fp/S
En effet, (dL(t)/dt) vaut la méme chose que (dy/dt) car
y(t) représente L(1) - L¢ et Lc est une constante.
La raison pour laquelle (dL(t)/dt) vaut (-Fp/S) a l'instant t = 0, peut étre
expliquée a partir de I'équation différentielle du systéme en tenant compte
que Fin(t) = 0 a l'instant t=0. Le débit d’entrée Fn(t) (qui constitue 'action de
régulation) est bien sir nul puisqu'il provient d’'une contribution de I'action
proportionnelle sans écart entre le niveau et la consigne et d’'une contribution
de l'action intégrale qui intégre sur un intervalle de temps nul.

Essayons d'inclure la condition (A6.27) au sein de I'équation (A6.19) afin d’obtenir
des informations supplémentaires sur C; et C :

_P
Vi=0)=0 = (C,+C,-0e > =0 =C =0

Nous avons trouvé C4=0, il nous reste a trouver C..

Commengons par simplifier 'expression (A6.19) de y(t) en remplacant C; par 0.
On trouve alors une expression de y(t) au sein de laquelle il n’y a plus qu’un seul
parametre inconnu :

_r,
ne29) Y@®)=C,-t-e *

Pour trouver C; (le dernier paramétre inconnu de I'équation de y(t)), nous devons
prendre en compte notre 2°™® condition initiale donnée en (A6.28) qui fait apparaitre
la dérivée par rapport au temps de y(t). Nous allons donc devoir dériver (en fonction
du temps) la derniére expression de y(t) donnée ci-dessus :
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En faisant apparaitre I'équation (A6.28) au sein de I'expression ci-dessus, on trouve :

d
D o=c, 1+ =L 0
dt )., 28
F F
S S
En remplacant C, par la valeur obtenue au sein de I'équation (A6.29), on trouve :

_r,

F
me30) V(= —?P ‘e

Comme y(t) = L(t) — L¢c, on peut obtenir L(t) :

_ Fy _%t
(A6.31) L()=L. —?.t.e

[ﬂgure A6.2 : AP&I Equilibre entre Al - AP et perturbation constante|

Evolution de L(t) avec une AP&I sur perturbation
constante. Equilibre entre Al et AP.

10,2 -

9,8 -
E
2 96 . .
g Constantes choisies :
c

9,4 - Lc=10m

S=5m’
92 Fp=1 m’/s

i=0.05m%s*, p=1m’s
"=02ms*, p’=2m?Ys

temps [s]
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ANNEXE 6.3 : API sur perturbation cte, prédominance Al

L’annexe 6.0 a mis en évidence que lorsque p < 2\/ S -1 nous sommes dans le
cas d’'une prédominance de l'action intégrale avec comme expression de y(t) :

Pour rappel, nous avions posé y(t) = L(t) — L¢ pour faciliter la résolution.

Pour obtenir 'expression L(t), nous allons commencer par rechercher I'expression
compléte de y(t) (en trouvant les valeurs de C; et C,) que nous égalerons a L(t) — L .
Pour trouver C; et C, (des constantes), il nous faut deux équations supplémentaires.
Nous allons insérer deux équations qui correspondent aux conditions initiales :

(A6.32) y(t=0)=0 Ce qui revient a dire L(t = 0) = L¢
En effet, il faut garder a I'esprit que y(t) représente
L(t) - Lc. Nous avions posé cela en (A6.7).

(A6.33) (dy/dt).o=-Fp/S  Ce quirevient a dire (dL(t)/dt)io = -Fp/S
En effet, (dL(t)/dt) vaut la méme chose que (dy/dt) car
y(t) représente L(t) - Lc et L est une constante.
La raison pour laquelle (dL(t)/dt) vaut (-Fp/S) a l'instant t = 0, peut étre
expliquée a partir de I'équation différentielle du systéeme en tenant compte
que Fin(t) = 0 a l'instant t=0. Le débit d’entrée Fn(t) (qui constitue I'action de
régulation) est bien sdr nul puisqu’il provient d’'une contribution de I'action
proportionnelle sans écart entre le niveau et la consigne et d’'une contribution
de l'action intégrale qui intégre sur un intervalle de temps nul.

Essayons d'inclure la condition (A6.32) au sein de I'équation (A6.21) afin d’obtenir
des informations supplémentaires sur C; et C, :

yt=0)=0 = eO[C1 .sin(0) + C, .cos(0)]=0 = C,=0

S () =C, e sin| L[ 2
(A6.34) YW =tyre 7 s S 28

Pour trouver C; (le dernier paramétre inconnu de I'équation de y(t)), nous devons
prendre en compte notre 2°™® condition initiale donnée en (A6.33) qui fait apparaitre
la dérivée par rapport au temps de y(t). Nous allons donc devoir dériver (en fonction
du temps) la derniére expression de y(t) donnée ci-dessus. Pour simplifier, nous
allons temporairement poser :

. 2
p _ |2 p
A=-—L B= . ——| —
28 o S (25)
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L’expression simplifiée de y(t) et le calcul de sa dérivée est alors :

= y(t)=C, -e" -sin(Br)

d :
= ;y =C, -(Ae" -sin(Br)+ e - B-cos(Br))
t
En faisant apparaitre I'équation (A6.33) au sein de I'expression ci-dessus, on trouve :
d .
(_y) =C,;- (Ae0 -sin(0)+¢"-B- cos(O))
dt ),_,
F F 2F
—_fr_c.p = C == - L
S.i—| £
2
En remplacant C, par la valeur obtenue au sein de I'équation (A6.34), on trouve :
2
2F et ||
y(t)=— il e 25 sin| S| L]
(A6.35) \/4-S-i—p2 S |29

Comme y(t) = L(t) — L, on peut obtenir L(t) :

_r, ; 2
Ly=ro-—2E ;5 in L_[Aj t
(A6.36) J4-S-i-p? s \2§

[Figure A6.3 : AP&I prédominance Al et perturbation constante|
11
10,5 i
10 1 , - Lc

Constantes choisies :

niveau [m]
©
(6]

Lc=10m

S=5m’

Fp=1 m’/s

85 - i=0.05m%s*, p=0.3m%s
i"=02ms*, p’=0.3mYs

temps [s]
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ANNEXE 7: AD sur perturbation constante, résolution

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniére générale :

T = LX(Fpy (1) = Fyyp (1))

Avec F\ (1) = Fi () et Four (1) = Fp(2)

Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :
d(L(r)-L.)

(A7.1) FIN (1) = FR (1)=-d- dt Action dérivée

w12 | Four () = Fp (1) = F,

Perturbation constante

13| LE=0)=L, =L, Supposition initiale

Insérons les expressions de F\(t) et de Foyur(t) données en (A7.1) et (A7.2) au sein

de I'équation différentielle du systeme. On obtient alors :

WO _ 1y g. diL)—-Le) )
(A7.4)| ar i P
Comme soustraire une constante & — dL(n) _ 1 (—d - dL(?) —F,)
une fonction ne change rien a sa dérivée : dt S dt P
dL(t) — _i. dL(t) _ Fp
“ S dt S
dL(t) t F ) F
Mettons ~—, en évidence: |= (1+— )dL( L= ?P N dz(,) =- S -:d

Nous allons faire passer « dt » dans le membre de droite puis intégrer les deux

membres. On trouve alors :

t

0

t Fp / P
o =—sZzfa = (L)) =-5 2 ]

t

* . 4 . . e . ) 3

Dans le jargon mathématique et scientifique, on entend souvent « faire passer de I’autre coté » pour
faire référence au passage d’un terme dans 1’autre membre de I’équation. Bien siir, dans notre cas, faire
passer « dt » dans le membre de droite provient indirectement d’une multiplication des deux membres

de I’équation par « dt » (ce qui ne modifie en rien I’égalité).
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mum\cn
F

= L(t)— L) = —Sﬁ-(t—O)

Comme L(t=0)=Lc, F
on obtient I’équat(i:on de L(t) : L(t)=L,— —F .t

+d

Nous pouvons constater que nous avons bien I'’équation d’'une droite de la forme
y = ax+b ou la variable y=L(t) et la variable x et le temps.

F

_ P
La pente de la droite est : S+

Remargue : Dans le cas sans régulation (SR), nous avions trouvé :

L(t):LC—%-t

Il s’agit toujours d’une droite mais dont la pente est plus grande en valeur absolue
gu’avec une action dérivée.

Figure A7.1 : Graphique de L(t) pour AD et perturbation constante|

Le graphique ci-dessous met en évidence l'influence du coefficient d’action dérivée
sur I'évolution du niveau L(t).
Pour le graphique ci-dessous, les données considérées sont :

Fp=5m®/s Lc=10m Lo=10m S=1m?

SR
Lo Iml 6——--\-——-—-N\----- - —_— g2
= = =d35

0 \HH\HH\HH\HH\HH\H\HH\HH\HH\HH\HH\HH\HH\HH\HH\H\HH\HHH‘TH\HHHHH

1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79 85 91 97

temps [s]

Nous constatons que le comportement n’a pas changé par rapport au cas SR, nous
avons dans les deux cas le niveau qui chute a vitesse constante. Néanmoins avec
I'AD le niveau chute moins vite.
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ANNEXE 8: AP&D sur perturbation constante, résolution

L’équation différentielle du systéme doit étre vérifiée et donc de maniére générale :

Avec

dL (1) _ 1
dr TX (FIN (Z)

- FOUT (t))

FIN(t):FR(t) et

Four (1) = Fp(2)

Le cas particulier de régulation et de perturbation fait que :

(A8.1)

(A8.2)

(A8.3)

F,t)=F,(t)=—d -

AL~ L)
" pl

Lit)-L.)

APD

Four (1) = Fp(t) = F,

L(t=0)=L,=L,

Perturbation constante

Supposition initiale

En insérant les informations données en (A8.1) et (A8.2) au sein de I'équation
différentielle du systeme, nous obtenons :

L’idée est d’obtenir une équation différentielle qui met en évidence une seule et

L) _ 1
R Rl S —

d(L()— L) —

L(t)-L.)-F,)

dLi-ro) _ 4 d(L(1)—

=

g dt

P (1)-1,)-

Cet artifice est justifié car L¢ est une constante.

méme fonction (ici la fonction est L(t)-Lc).
Nous allons maintenant tenter de nous débarrasser du terme constant :

s = ([

di S dt

p

)

o At 4 AT -Lc) %(L(t) — L+ QJ
P

a S dt

=

[ose)
d| L(t)-Lc+—
N P

a S dt

AL~ Lo +17) (

Pl pity-L,+-2

i

p

Cet artifice est justifié car (Fp/p) est une constante.
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Fp

d| L(t)-Lg +—2
@(1+£) ( p]:—ﬁ L(t)—Lc+—FP
S S p

dt
- (S + dj d(L(t)—Lc+if) _ _Edt - d(L(t)—LC+I;fJ D
S (L(f)—Lc +FP] S (L(t)—Lc +F”J S+d
p p

L’avantage d’avoir pu mettre I'équation différentielle sous cette forme est que nous
pouvons maintenant intégrer les deux membres (entre 0 et t).

F p
En effet, si nous posons : y(t) = L(1) — L. +?P et A=— S+
y(1) t
1 _ 1 _ J‘
On trouve : 7dy = Adt — j N dy Aldt
y(0) 0

L’équation différentielle a résoudre est similaire a 'équation (A3.6 Annexe 3).
L’expression de y(t) est d’ailleurs la méme, la seule chose qui différe est la valeur de
la constante « A ». Nous obtiendrons alors une expression de L(t) qui ressemble a
celle obtenue (A3.11). p

Cependant, nous aurons ————— aulieude — E au sein de I'exponentielle :

S+d

= L) =L, — 12 (1=
p

@ure A8.1 : Graphique de L(t) pour AP&D et perturbation constante|

Ce graphique met en évidence l'influence du coefficient d’action dérivée sur le
renforcement de I'action proportionnelle. Les données considérées sont :

Fp=5m%/s Lc=10 m Lo=10m S=1m? p=1m?"

AP
= = APD, d=2
= = =APD,d=3,5

O T T T T T T T T T T T

1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79 85 91 97

temps [s]
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